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本 书 介 绍 了 近年 来 在 跳 过 鹅 和 粒子 茶 统 两 方面 的 一 些 研究 进 
展 。 以 作者 本 人 的 工作 为 基本 线索 ， 同 时 介绍 了 有 关 的 国 内、 国 
外 同行 的 成 果 ， 本 书 的 主要 部 分 是 自给 自 是 的 ， 只 需 测 褒 论 基础 
随机 过 程 和 泛 函 分 析 的 初步 知识 。 

读者 对 象 是 科学 技术 工作 者 、 高 等 院 校 理工 科 师 生 。 
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跳 过 程 (又 称 @ 过 程 ) 和 粒子 系统 〈 又 称 无 穷 质 点 马 氏 过 程 ) 
在 自然 科学 的 许多 领域 里 有 着 广泛 的 应 用 。 前 者 的 研究 已 有 相当 
长 的 历史 ， 而 后 者 只 是 十 五 年 前 才 诞生 的 新 方向 ;两 个 方面 都 在 
迅速 发 展 ， 都 有 丰富 的 文献 。 我 们 不 可 能 总 结 这 两 个 方向 的 全 部 
重要 上 成果， 而 着 重 于 两 者 之 问 的 渗透 ， 这 反映 了 我 们 工作 的 特 
点 。 换 言 之 ， 本 书 的 目的 是 总 结 作者 及 有 关 的 国内 、 外 同行 的 研 
究 成 果 ， 而 以 国内 的 工作 为 主 。 关 于 所 研究 的 问题 的 背景 ， 请 见 
引 论 。 

1982 一 1983 年 间 ， 作 者 在 美国 进修 、 访 问 期 间 ， 曾 应 邀 在 科 
罗拉 多 (Colorado) 大 学 和 加 利 福 尼 亚 大 学 治 衫 机 分 校 作 过 一 些 
演讲 ， 介 绍 我 们 的 工作 ， 为 此 ， 整 理 过 一 份 讲义 。 这 成 了 本 书 的 
前 身 , 近 证 年 来 ,我 们 在 粒子 系统 方面 的 研究 取得 了 新 的 进展 ， 辣 
时 也 提出 了 一 些 新 闻 题 ， 这 供 使 作者 完成 本 书 。 闹 望 拙 著 能 有 助 
于 促进 这 方面 的 研究 。 由 于 时 间 仓促 ， 尺 有 不 少 课 误 ， 尽 请 随时 
RE, MERE. 
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3 论 


在 本 引 论 里 ， 我 们 将 尽 可 能 初等 地 介绍 本 书 研 究 的 问题 的 背 
景 、 意 义 和 主 要 内 容 . 希望 能 有 助 于 了 解 全 书 的 概 角 。 最 后 ， 我 
们 将 介绍 本 书 内 容 的 布局 。 


; §1 Q 过 程 
t; 
R E=(0,1,2,--). # Ex E L EEPOS Put: i, 
jEE) (t>0 2—T Bot, ME 
-e —— - 
G) Put) 20, i, j€ E, t>0; 


Gi) D Put) <1, i€EE, t>0; 
⁄ < 
Gi) Py(t+s)= J, Pat) Pals), i, jEE, t, s>0; 
k 
Gv) lim Pr (t) =%;, i, jEE, 
此 处 


L 如 i= 包 
$, re 
“ k ij, 
如 果 对 于 一 切 CE, GD 中 等 号 成 立 ， 则 称 了 Pb 是 不 断 的 ， 
否则 称 为 中 断 的 。 
可 以 证 明 《参看 第 一 章 ) ， 极 限 
CD Ima- Padt)) /t=q, lim Pu(b t=; ej 
总 存在 ， 而 且 满足 = E 





DILLE go, ie Baca. 


我 们 称 满足 (D 的 矩阵 @= (qu : 1 J€ E) H-I Q EBE. H T 
(1) ， 我 们 也 把 跳 过 程 P (t 称 为 Q 过 程 。 

跳 过 程 在 自然 科学 的 许多 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 《例如 A。 
fl. Xunrna[1l, A. T. Bharucha-Reid[1], H, Haken[1], 
G. Nicolis and I。Prigogine[1] 等 ) 。 然 而 ， 在 实际 模型 中 , 我 
们 能 够 首先 得 到 的 是 @= (qij)， 而 不 是 P(t) 。 一般 地 , 我 们 可 以 
简单 地 写 出 (qij) ， 但 却 不 能 给 出 P(t) 的 显 式 。 这 样 ， 应 用 概率 
论 工具 来 研究 这 些 问 题 时 ， 就 需要 回答 ; 

(3) 问题 ， 对 于 给 定 的 EE (qip 。 

O 网 过 程 是 否 存 在 ? 

GD 若 存在 ， 何 时 唯一 ? 

Gü) 若 存 在 而 非 唯 一 ， 如 何 把 一 切 @ 过 程 统 统 构造 出 
来 ? 

这 就 是 过 程 理论 所 研究 的 基本 问题 ， 

先 夏 一 种 最 简单 的 情形 ，E= {0,1,2…, N). (qi) AR. 

则 

P(t)=e'9, t>0 
便 是 唯一 的 Q@ 半 群 。 这 样 ， 上 面 的 三 个 问题 都 解答 了 。 对 于 巴 
为 可 列 无 限 集 时 ， 问 题 远 非 如 此 简单 ， 事 实 上 ， 对 于 最 一 般 的 情 
形 ， 到 现在 为 止 ， 上 述 三 个 问题 还 没有 一 个 是 彻底 解决 的 然 
而 ， 近 半 个 世纪 以 来 ， 经 过 许多 概率 论 学 家 的 努力 ， 取 得 了 丰富 
HRR. 

回顾 一 下 主要 的 进展 历程 将 是 有 趣 的 。 对 于 任 给 的 一 个 全 稳 
AQ SE Q= (q) (全 稳定 意 指 : q <°, iCD ，@ 过 程 的 
存在 性 早已 由 W.Feller (1940) [1] 和 J.Doob (1945) [11 解 
决 ， 车 再 设 Qs. Wi = q, iEE， 则 唯一 性 也 由 WW， 
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Feller[3] 和 G.E.H。Reuter[1] 在 1957 年 同时 解决 。 全 稳 E 
情形 的 一 般 唯一 性 准则 直到 1974 年 才 由 侯 振 挺 [1] 得 到 。 这 就 
是 荣获 1978 年 度 英国 Davidson 奖 的 侯 氏 定理 。 这 些 结果 已 被 
推广 到 一 般 的 状态 空间 ， 详 见 本 书 的 第 二 、 三 章 ， 

上 面 的 存在 性 和 唯一 性 都 允许 卫 (b 中断 。 然 而 ， 实 际 中 需 
要 的 常 是 不 中 断 的 Q 过 程 。 而 且 ， 物 理学 家 往往 更 有 兴趣 于 满 
足 柯 氏 向 前 方程 WA. 

Put) = >P. (qu 


ËJ Q PLE, XUA R E E IA Ak. 
P; (t) = 27qaPu (t) , 


这 样 ， 按 照 .@ 过 程 是 否 中 断 ， 是 否 满足 柯 氏 向 前 、 向 后方 8, 
可 将 外 过 程 分 为 许多 种 类 型 。 针 对 每 一 种 @ 过 程 ， 研 究 相应 的 
存在 、 唯 一 性 问题 ， 这 就 构成 了 Q 过 程 的 定性 理论 。 它 是 第 四 
章 所 研究 的 主题 

关于 问题 (3) 。 dD, AMRETÉSWEN KEA 
题 参见 下 节 ) 。 对 于 一 般 @ 过 程 的 构造 问题 本 书 很 少 涉及 ， 有 
兴趣 的 读者 可 以 参考 专著 王 梓 坤 [2] 和 杨 向 群 [1]。 

应 当 指 出 ， 本 书 基本 上 只 限于 讨论 全 稳定 情形 。 对 于 含 诅 时 
态 ( 即 存在 iEE 使 qi= co) 情形 , 目前 所 知 的 结果 还 不 很 多 "。 
但 我 们 乐意 于 此 说 明 一 下 D。Wiliams[2, 3] 的 一 个 出 色 的 结果 : 

W 定理. R=) AMER g=, i€E) 
Q BEBE, N| Q 过 程 存在 的 充 要 条 件 是 

D >)quAqu<co，at#b 


ië leh) 





e)... EBUUDR3PPOROPHSR AWM SQ TE, MERRE, REFR 
得 一 些 进展 。 


š 





Gi) 存在 五 的 无 穷 子 集 J， 使 
> QL, iG E 


JIN G 


同时 成 立 。 若 Q 过 程 存在 ， 则 必定 也 存在 不 断 的 Q 过 程 。 


$2 有 势 Q 过程 


在 实际 中 ， 人 们 对 于 一 类 特殊 的 Q 过 程 一 一 可 逆 @ 过程 有 

着 浓厚 的 兴趣 。 为 说 明 这 一 问题 ， 有 必要 先 谈 一 下 可 逆 马 氏 链 
一 一 一 
〈 跳 过 程 ) 的 概念 . 

it (X), Á 是 定义 在 (Q, F, P) E. HI T Eñ D K 
迁 。 如 果 对 于 一 切 的 0<t,<t,<...<t, 和 一 切 的 入 ，…,in ECE, 
都 有 

P[X: =i, 0e, X, =ir] = PECX =i 0, X, = il 


册 称 过 程 (Xo) oo 是 可 逆 的 。 

如 果 过 程 Xi) fx。 有 平稳 分 布 u， 则 它 可 北 的 充 要 条 件 是 

© ppy =u Pr Qy T JEE, t>0, 
因此 ， 我 们 只 要 研究 5》 。 此 时 称 (pi) 为 《Xi) WTAWE. 
如 果 把 O 式 中 的 概率 U) 放宽 为 不 必 可 和 的 情形 ， 则 Wk 
PO 关于 GD 有 势 〈 可 配 称 ) ， 而 称 Go 为 一 个 配 称 列 。 

这 样 ， 关 于 有 势 @ 过 程 ， 同 样 有 (3) ,中 所 述 的 三 个 基本 FI 
题 。 第 七 章 研究 的 是 头 两 个 问题 。 第 九 章 研究 的 是 第 三 个 问题 ， 
即 构造 问题 。 而 为 研究 有 势 Q 过 程 的 构造 ， 需 要 探讨 最 小 @ 过 
程 中 断 时 ， 过 程 跑 到 无 穷 〈 或 流出 到 边界 ) 的 方式 .换言之 ， 需 
要 研究 边界 理论 。 这 正 是 第 八 章 的 主题 。 我 们 介绍 了 Feller 边界 
理论 。 另 一 种 十 分 重要 的 边界 理论 一 一 Martin 边界 ， 本 书 很 少 
涉及 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 G.A.Hunt[1JE, B, Dynkin[2]。 
在 侯 振 挺 , 郭 青 妖 [2] 和 杨 向 群 [1] 的 专著 中 , 有 更 深入 的 研究 。 
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对 于 有 势 @ 过 程 ， 有 一 个 不 同 于 一 般 Q PEBE] Bi: 如 何 
寻找 出 一 切 配 称 列 。 这 个 问题 由 于 引进 了 场 论 的 工具 而 得 到 解 
决 。 详 见 第 十 章 。 场 论 也 是 研究 无 穷 粒 子 系统 的 有 力 的 工具 。 在 
下 一 节 里 ， 我 们 将 提 到 这 一 点 。 





§ 3 无 穷 粒 子 系统 


让 我 们 先 从 简单 例子 开始 。 试 看 取 值 于 {一 1，1} 的 两 个 状 
态 的 连续 参数 马 氏 链 ， 它 的 Q 和 矩阵 为 
-b b 
Q= q, p) = ( 7 2) 
写成 算 子 形式 ， 就 是 
QF (x) = Dya, Y FY -f(x)), 


我 们 排除 ab= 0 的 无 味 情形 ,那么 ,| 7 |= 1。 即 不 变 测度 的 个 
数 〈 不 计 常 数 因子 ) 只 有 一 个 。 

上 述 例子 是 单 粒子 模型 ， 这 个 粒子 只 有 两 种 状 t1, 我们 
可 以 理解 为 磁 分 子 的 南 、 北 极 等 等 。 若 考虑 有 很 多 个 粒子 系统 ， 
例如 说 N 个， 那么 状态 空间 就 是 { -1，1}N。 此 时 也 有 同样 的 结 
果 : | 了 1=1。 详 见 第 十 二 、 十 三 章 。 

如 果 考虑 无 穷 粒子 系统 ， 情 况 如 何 呢 ? 假设 在 每 一 个 d 维 整 
点 4EZ。 上， 有 一 个 粒子 。 它 有 {- 1》 菇 两 个 状态 。 那 么 ， 这 
个 系统 的 状态 空间 就 是 卫 = { - 1，1}? 。 它 是 不 可 数 的 ， 从 而 不 
能 用 久 过 程 老 刻画 。 现 在 ， 我 们 改 用 CU, x) UEZ! xE 
AREAN UCZ 处 的 粒子 改变 状态 的 速率 。 那 么 ， 过 程 的 无 
穷 小 算 子 可 以 形式 地 写成 

Qj æ) = J cu, z) [f Gz) — f] 
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此 处 


oy = | xv), #nu=u, 


六 -x0), uso, 
这 称 为 自 旋 变 相 过 程 。 特 别 地 ， 取 
c(u, z) =exp[-8 2) XGOXZ(GL+ 切 ] 


willvli=1 


我 们 得 到 Ising 模型 。 此 处 020, T le l RETOKE ë #. 
此 时 ， 与 有 限 系统 完全 不 同 的 现象 出 现 了 ! 例如 说 ， 当 d=2 
时 ， 


|Z I= 1; 如 8< 寺 logGL+v73) ~0.44, 


|Z >, n 0>+1oga +/2. 


对 于 d2>3 的 情形 ， 也 存在 类 似 的 现象 。 但 当 d=1 时 , |F |= 1. 

Ising 模型 是 1925 年 提出 来 的 ， 物 理学 家 认为 。 当 d22 时 ， 
bing 模型 必定 存在 相 变 。 所 谓 相 变 ， 也 许可 以 通俗 地 拿 水 来 解 
释 。 当 水 温 逐 渐 升 高 到 hb 三 100C 时 ， 水 由 液态 变 成 气态。 这 就 
叫 发 生 了 相 变 。 这 里 ; 100\C 是 临界 值 。 我 们 注意 ， 一 个 水 分 子 
不 可 能 发 生 相 变 ， 因 此 ， 我 们 研究 的 是 大 量 水 分 子 的 整体 现象 ， 
这 是 与 先前 只 研究 单个 或 有 限 多 个 粒子 运动 的 最 主要 的 区 别 . 关 
于 二 维 Jsing 模型 ， 到 了 1952 年 李 政道 和 杨振宁 [1] 的 工作 之 
后 ， 大 多 物理 学 家 认为 已 告 完 成 Ge 考 B.M.Mccooy, T.T, Wu 
fl1]) 。 然 而 ， 上 面 所 介绍 的 方法 并 不 是 物理 学 家 的 方法 。 后 者 所 
用 的 是 所 谓 热力 学 极限 。 而 概率 论 学 家 则 直接 构造 无 穷 维 空间 上 
的 随机 过 程 ， 用 不 变 测度 的 唯一 和 非 唯一 的 分 界 来 刻画 相 变 GE 
有 其 它 形式 的 刻画 ) 。 但 两 者 所 得 的 结果 完全 一 致 。 这 表明 无 穷 
粒子 系统 的 研究 有 着 重要 的 意义 ， 因 而 得 到 许多 数学 物理 学 家 的 
重视 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 综述 文章 R.L.Dobrushin and 
Ya.G,.Sinai[1]，R、Durrett[1] , T, M,Liggett 新 近 的 专著 








CIMER]. 

对 于 Ising 模型 ,之 所 以 能 够 得 到 这 人 么 好 的 结果 ,主要 有 如 下 
两 个 原因 : 

G) (=L 12 依 乘 积 拓扑 是 紧 空 间 ， 从 而 | 7 21 

Gi) Ising 模型 是 可 道 的 。 i 

关于 GD ， 或 更 一 般 的 无 穷 粒 子 系统 的 可 逆 性 问题 ， 国 内 
已 完成 比较 系统 的 工作 。 详 见 第 十 章 。 

TRN, bing 模型 是 属于 平衡 态 统计 物理 的 。 那 么 ， 自 然 
要 问 ， 能 否 使 用 这 一 工具 处 理 当今 统计 物理 学 家 较 普遍 关心 的 
“ 非 平 衡 统 计 ”， 下 面 是 其 中 的 一 个 模 迎 . 《路 有 简化 ) 

(6) Schl5gl 模型 :状态 空间 是 

卫 = {0,1… }? , d>1. 

它 是 不 可 数 且 既 非 局 部 紧 , 也 非 5- 紧 。 算 子 是 

gf(z) = 2) Axu)? +b) [f Ge + e,) — fG51 


„ezi 


+ 5) hx GD Lf- es) — f) 1 


nezd 
+ > hx) D Plu, u) [J G: — e, + e) — f(x)] 


JeAb24, 4, As, b>0, (Plu, v) :u, VEZI) 是 一 个 转移 概 
REE., AEF Q 不 是 可 逆 的 。 它 提供 了 一 种 数学 上 十 分 吸 
引 人 的 无 穷 粒子 系统 的 新 模型 。 

我 们 关心 这 类 问题 已 有 多 年 (例如 见 严 士 健 、 李 占 栖 [1]) s 
然而 ， 首 先 需要 解决 的 存在 性 问题 ， 都 是 最 近 才 完成 的 ， 详 见 第 
KE., 作为 基本 工具 一 一 耦合 ， 现 在 也 已 搞 清 楚 T. 详 见 第 五 
章 。 虽 然 我 们 也 有 一 些 关于 相 变 的 工作 (如 丁 万 鼎 、 郑 小 谷 L1])， 
但 我 们 还 没 能 回答 Schl5gl 模型 的 相 变 的 存在 性 问题 。 这 有 待 于 
进一步 的 努力 。 关 于 粒子 系统 平稳 分 布 的 存在 性 、 唯 一 性 和 遍历 


7 





性 见 第 十 四 章 。 

本 书 依照 所 研究 的 问题 的 性 质 分 为 三 篇 : 存在 性 和 唯一 性 ， 
可 配 称 和 可 逆 性 ， 常 返 性 和 遍历 性 。 之 所 以 这 样 做 ， 其 一 是 因 在 
同一 篇 中 ， 我 们 总 是 先 研究 号 过 程 ， 然 后 使 用 所 得 到 的 方法 和 结 
果 来 研究 粒子 系统 。 两 者 联系 紧密 。 其 二 是 因 只 对 某 一 课题 有 兴 
趣 的 读者 ， 并 没有 必要 读 完全 书 。 当 然 ， 这 也 带 来 一 个 毛病 ， 即 
从 横向 看 ， 关 于 粒子 系统 的 讨论 显得 分 散 了 一 些 ， 有 时， 为 突出 
主题 ， 我 们 也 常 把 主要 部 分 尽 可 能 地 提前 ， 而 把 技术 性 部 分 放 到 
后 面 去 处 理 。 

在 每 章 之 末 的 补充 与 注 记 里 ， 我 们 给 出 了 一 些 个 人 认为 比较 
重要 的 未 解决 问题 。 





第 一 篇 
存在 性 和 唯一 性 





第 一 章 ”转移 函数 及 其 拉 氏 变换 


本 章 首先 研究 跳 过 程 的 转移 函数 的 基本 性 质 ， 连 续 性 和 可 微 
性 ， 由 此 导出 晃 过 程 转移 速率 的 刻画 一 一 q 对 ， 最 后 ， 我 们 讨论 
跳 过 程 的 转移 函数 及 其 Laplace 变换 之 间 的 一 一 对 应 关系 。 它 使 
得 我 们 可 以 广泛 地 使 用 拉 氏 变换 这 一 基本 工具 ， 


8 1.1 转移 函数 的 基本 性 质 


除非 另 有 申明 ， 本 书 将 使 用 如 下 记号 

(E, 8) 是 任意 的 可 测 空 间 ， 其 中 0 代数 包含 一 切 单 点 
集 {xX} (XE)( 这 无 损 于 一 般 性 ,否则 ,只 需 用 商 空间 CE, 2) 
代替 (,8) 。) 。 我们 将 用 e (相应 Hb, 6, 566, ba, é) 
表示 实 值 可 测 〈 相 应 地 ， 非 负 实 值 可 测 ， 有 界 实 值 可 测 ， 有 界 非 
负 可 测 , 非 负 可 测 ) 函数 的 全 体 ， 并 用 (相应 地 ，:， 多 1) 表 
示 0 可 加 实 值 集 函 数 (相应 地 ， 有 限 测 度 ,o 有 限 测度 ) 的 全 体 。 

(1.1.1) 定义 称 P(t,x, A) >00, xEE, ACS) 是 一 个 
BEEE (又 称 纯 间断 型 马 氏 过 程 》 的 转移 函数 ， 如 果 它 满足 

G) 对 于 每 二 0 和 AE6，P(t,x, A) 是 的 8 可 测 函 数 ， 

G) 对 于 每 1 二 0 和 XEE, P(t,x,*) € Z, B P(t,x, E) 
<l; 

(iii) Konmoropos ~ Chapman 方程 ， 对 于 每 t, s 之 0, XEE 
MAES, 

Pit+s, x, A)= (pa, 2, dipyP (s, g, Ayy, 





Gv) 对 于 每 XEE 和 AEé， 
lim P(t, x, A) = P (0, x, A) =ò (x, A); 
此 处 
1， 如 YE4， 
% 如 x€A, 
在 许多 情况 下 ,| 织 们 不 区 别 具 有 同一 转移 函数 的 各 种 跳 过 
程 。 因 此 ， 我 们 也 称 一 个 跳 过 程 的 转移 函数 为 跳 过 程 。 特 别 ， 当 
五 是 一 个 可 列 集 时 ， 称 之 为 马 链 ， 并 可 写成 矩阵 形式 (Py (t) : 
¿JC E) 。 称 姚 过 程 P(t, Xx, A) 是 不 断 的 (又 称 诚实 的 ) ， 如 
果 对 于 每 t>0 和 XEE， 
P(t, x, E) =1， 
否则 ， 称 为 中 断 的 。 
(0.1.2) EE ”对 于 每 一 个 X*，P(t,X, A) 是 t 的 一 致 连 
续 函 数 ， 而 且 此 一 致 连续 性 关于 A 也 是 一 致 的 。 换言之 ， 对 IE 
意 的 e>0， 存 在 5>0， 使 当 刀 s>0，lt-s|<5 时 ， 对 于 任何 的 
AEs, RE 
| Pít, x, A) — P (s, x, A) |<e。 
证 由 上 述 定义 中 的 ( 首 ) 和 GD 得 
{P(t+h,x, A)—P(t,x, A) | 
=| Í es Ph, z, dy)P (ty, A) 


~ P(t,x, A) Q - P(h, x, (z))) 
<1-P(h, x, {x)). 
最 后 一 步 用 到 如 下 初等 不 等 式 : Æa bE [0,c] 则 |a-bj<c。 
于 是 ， 由 上 式 得 
| Pít, x, A)— P(s, £, A) [<1-P(t-s|, x, {Xx}). 
由 此 及 上 述 定义 中 的 Gv) 立 得 本 定理 。 了 
称 卫 是 一 个 Polish 空间 ， 如 果 它 是 可 分 拓扑 空间 ， 且 可 距 


Š (zx, A) -Í 
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离 化 为 完备 空间 。 一 般 地 ， 如 吾 赋 有 拓扑 结构 ， 我 们 总 取 8 H E 
上 的 Borelo 代数 ( 即 拓扑 生成 的 o 代数) 。 

(1.1.3) 定理 ¿z (E, 26) 是 一 个 Polish = F, P(t,z, 
A) 是 其 上 的 跳 过 程 。 那 么 ， 对 于 每 XEE 和 AE6， 或 者 P(*， 
z,A)=0 R£ P( * ,z, A)>>0. 

证 如 果 P(t,x,A) 中 断 ， 我 们 可 以 引进 一 个 虚构 状态 
AE, #ë E.=EU(A) 成 为 Polish 空间 ， 而 且 A 为 五 ,的 孤立 
Me WE, Cha, 命 

(1.1.4) P @,z, A) 

=P(t,x, ANE)Ig (x) + (1~ P(t, x,E))I4(A) ， 
t>0, XEE,, AE 8a. 
那么 ， 我 们 得 到 Es, 4) 上 的 一 个 跳 过 程 P (t, x, A) t>0, 
Z€E, AG4) ， 它 是 不 断 的 。 显然 ， 若 五, z,4) 具有 定 
理 所 述 的 性 质 ， 则 P(t,z,A) (20, z€E, AC8) 亦 然 。 这 
样 ， 我 们 只 需 就 不 断 的 屿 过 程 证 明之 。 
首先 ， H K—C 方程 (BD (1.1.1) , Gv) ) X, 
P(t+s, x, A)>P(t, x, (z))P(s, x, A), 
于 是 , 车 P(t， XxX，A)>>0， 则 对 于 一 切 s>t, P(s, z, A)>0. 
由 此 及 P(。, x, A) 的 连续 性 立 知 ， 存 在 u(x,A)CL[0, co), 
使 得 





P(t,x,A)=0, 如 0<t<ulx, A) , 
P(t,x,A)>0,， $n t>ulx, A) 。 
我 们 要 证 的 是 ， 对 于 每 XEE 和 AEE， 或 者 U(x, A)=0， 或 
者 U(X, A) = co, 
反 证 之 。 设 有 和 和 A, E 
(1.1.5) 0<u(zx, A) <co, 
以 下 固定 这 个 x 和 A, 简 记 usul, A), UY) =u(y,A) , 
并 令 2(y) =u Au, AA uo 都 是 可 测 的 。 由 于 (E,6) 
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Æ Polish 空间 ， 因 此 ， 我 们 可 构造 一 个 以 P(tb x, e) 为 转移 函 
BOARTE XG), EXM =x (参见 Neveut1, p83 推论 ) ， 
命 
Yt) =v(X(t)) 。 
MJ Yo(0) =t OSY <u. 而 且 
P[Y,(t+h) =Y,(t)] 
> |P, x, dP hy, yD) . 


由 控制 收敛 定理 知 ， 当 有 NN0 时 ， 上 式 右 方 趋 于 1 。 这 样 ，Y。 依 
概率 连续 ， 故 可 选 可 分 、 可 测 修正 了 ,使 得 SY) u= Y(0). 
我 们 将 证 明 ， 存 在 4E [0，co) 使 P(A) = 0， 而 且 

G.1,6) Yt, fE 4A E, t>0, 
这 等 于 说 卫 介 2 {Y : uy) <u,)) =0, t>0. 
但 当 LEA, u(x) =0， 故 由 上 式 得 

P(t,x, A) =0, t>0. 

这 矛盾 于 G.1.5) 。 

下 面 ， 我 们 分 三 步 来 完成 G.1.6) 的 证 明 。 

(a) RE Z(t) 三 Y(t)+t 是 上 的 非 减 函数 。 

先 证 ， 

(1.1.7) P(h,u,(z :v0(2)<vY) -hh})=0, h>0. 

当 h22u(8) kj, EREA. 无 妨 设 0<h<v(y) 。 由 于 
92(Y) 志 u(y)， 从 而 

0=P (° G), y, A) = [Ph,y,dz)P (wy) - h, z, A) 


但 若 2(2) <2 (g) -h, MJ PwU) -h, z, A)>0, WAERÈ 
得 (1.1.7) 。 然 后， 由 (1.1.7) 得 
PL[Y(t+h)<Y(t) -h] 


= Pen dDP (hsy, (z : v62) <vY) — h)) =0. 


14 





这 表明 
YG+h)>YG)-h, P—a.s. 
由 可 分 性 ， 我 们 可 以 选择 一 个 例外 集 ， 使 得 上 式 对 于 一 切 刀 ?jp>0 
成 立 。 不 影响 下 面 的 讨论 ， 我 们 将 略 去 这 个 例外 集 ， 这 便 得 到 
(a). 
(b) 试 证 ， 存 在 例外 集 4， 使 得 
2Z'(t)=1, a.e.t, 
首先 ， 因 2Z(t) 非 减 ， 故 导数 Z'(t) 几乎 处 处 存在 。 为 计算 
QI (t) , @ 
AG,h) = P[YG(t+ h) Y (b). 
前 面 已 证 
Hm AG,h)=0, t>0, 
于 是 由 控制 收敛 定理 得 
imf A G, hetdt=0. 
LEL PE] 
这 样 ， 我 们 可 选 序列 (h.), h,—0, 使 
Paenocur<e, 


利用 Fubini 定理 得 ， 存 在 零 集 和， 使 
DAbh)<o, t¢N. 

然后 由 Borel - Cantelli 引 理 知 ， 

PLY(t+hs)=Y(t)， 一切 充分 大 的 2]=1, t€ N 
这 表明 

P[ Birt hy -20)) =1]=1, téN. 
故 由 Fubini 定理 立 得 ©) 。 

(ce) RE (1.1.6) . 

H (a) 和 (5) 知 ， 存 在 P 零 集 4， 使 得 
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Zw - zo > [z (s)ds=t, 在 如 上, t>0. 
此 即 是 (1.1.6) 。 1 


81.2 q 对 


本 节 中 ， 除 非 另 有 声明 外 ， 我 们 将 假定 ， 对 角 线 集 { (x, X): 
Z€E)C2x z, 4 E JE Hausdorff 空间 而 4 为 Borelo 代数 时 ， 
这 个 假定 是 自然 满足 的 。 (LAWA [1]，p 49。 定 理 7) GB 4 
可 数 生成 ， 此 条 件 也 满足 ) 。 

(1.2.1) 定理 对 于 每 XEE, 极限 

aD qammi PETE < Ç 
存在 ,而 且 g(x) E SDM0. ikih, HFE z€ Em t>0, A 

(1.2.3) P, x, {xX})>east, 

证 Fig z€E, H K-C JENI 


P(t, x, {x)) >| P(E,x, (z) N. 


Fæ, H (1.1.1) B Gv) 知 ， 当 姥 充 分 大 时 右 方 为 正 ， 从 而 
P(t,x, {x})>0, t>0. 这样， 我 们 可 定义 

(1.2.4) f(t)= -logP(t,x, {x}. 
自然 有 0<f< 吕 。 再 用 一 次 -C 方程 ， 得 

P(t+s, x, {Xx})>P(t, x, {(X})P(s, Xx, {X}). 

这 表明 了 是 次 可 加 的 ， 

(1.2.5) 了 (t+S)<fGt)+fGS)， t, s>0. 
HF t, h>0, wni t=nh+2, 0<e<h, Nh ERA 


fO < nf(h) , fle) nh .fh), f(e) 
a: t t h £ "° 
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命 h->0， 则 由 Hn, fee) = -log P(e, x, (z))—>0 得 





从 而 


im fq csuf < lim 地 
`° 


h t> dim, 
这 表明 
GL2.6) lml-P(t 2, (z) 
No t 


. -e-ID 
=limL-e- 一 


No 


=limf - sup iO <o, 


No 1>0 
这 证 得 (1.2.2) . 由 (1.2.4) 和 (1.2.6) 得 
P(#,z,(z)) =e Sen, 
此 即 是 (1.2.3) 。 

往 证 g) 的 可 测 性 . 对 AE86X28， 以 As 表 A4 在 x 处 的 
截 口 ， 利 用 单调 类 定理 易 证 ， 对 于 每 AE6xX8，P(t,x, A) 是 
的 8 可 测 函 数 。 但 由 假设 ，{(X，X) : x€ E)C ¿x ¿, T 
Pít x, {xX}) Æ$ x 的 6E 可 测 函数 。 故 9(X) 亦 然 。 1 

下 面 ， 我 们 来 研究 极限 im 了 中谷 如 G e AG) 的 存在 
性 .为 此 ， 记 

#=(A6€z, lim sup[1 - P(t,z, (z 1=0) 那么 ， 我 们 有 
如 下 结果 

(1,2.7) 定理 

G) $ 是 一 个 环 ， 即 它 对 于 有 限 并 和 差 的 运算 封闭 车 
sup q(z)<eo, R| AEZ, 


17 





Gi) 对 于 每 X 针 AE 多， 极限 


lim Ph =q(x, A) 
存在 ， 且 
(1.2.8) q(x, A)<q(x), Xx¢AER, 
Gi # EX 


q(x, A) =q(x, AN(x)), x€E, AEZ 
MJ gax, A) RAER: HAZIL, CEF 上 的 有 限 测度 ， 对 
固定 4AE 多 ， 它 是 * 的 8 可 测 函 数 。 
证 易 见 多 是 一 个 环 . 由 (1,2,3) 立 得 G) 的 后 一 断言 。 
WEBE G 中 极限 的 存在 性 ， 则 由 z € À 知 


0 <1-P(t,x, AU (z) 
a t 


_1-P(t,x,(z)) _ Pít, x, A) 
ü t t 


— q(x) -g(x, A), AER, 
可 见 (1.2.8) 成 立 。 
往 证 极限 的 存在 性 ,这 是 本 定理 的 关键 所 在 ,固定 xX¢ BE ?#, 
证 明 的 基本 思路 是 导出 如 下 不 等 式 
(1.2.9) Pinhb z, B) > Piz B, n=[£] 
其 中 [，] KEARD. AES h>, f 
P D > Tim. Phe, B, 


i-e 
进而 


lim 


[=Z 


这 便 导致 极限 的 存在 性 .为 证 (l.2.9) ， 即 
Pnh,x, B) >nP (h, x, B), 
自然 可 依 首 达 B 对 左 方 进行 分 解 ， 为 此 ,定义 
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P(t,x, B) — Tim P (h, x, B) 
t h s 








Ps (h, xz, A) = P(h, z, A), 
Pa((j+ Dh z, A = | Pa Gh z, dP hy, A), AES, 
I 5881532 81 
(1.2.10) 
P(kh, z, A) = Spdh, a dp Pek- phyA 


+Pp(kh,x,A),k>1, AG¿2. 
任 给 e>0, WR b>0, 使 当 t<8 时， 

(1.2.11) P(t,y, {yD)>1-e, YEBU{X)}. 
RETI, AA BEZH, BU (z) ER, 现在， 假设 
h<t<8， 取 n= [ 元 ]， 我 们 将 证 明 如 下 两 个 估计 ， 

(1.2.12) P<(nh,x,B) 


> $, Ps( (k - Dh, £, (z)) G - £)P (h, x, B) 


El 


(1.2.13) BlPa(kh, z, D) <. 


kel 


事实 上 , 在 (1.2.10) 中 取 A= B, k=n, 得 
(1.2.14) P(nh,zx, B) 


= X (Prhe dy) Pn -Eh yB) 。 
imi 


注意 @(-k)h<nh<t<%$ M Pas(kh,x, A)>Ps((k-1)h, x, 
{x}P (h, x, A) ， 便 得 
P(nh, x, B) 


>J, Ps((k-1)h, x, {x} 


k= 


x J po, x,dy)P((n-k)h, y, B) 
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>D, Psk -Dh,x, {x} Ph, x, B) 1-2), 


= 


此 即 是 (1.2.12) 。 为 证 (1.2.13) ， 只 需 再 用 一 次 (1.2.14) ， 
e>P(nh, x, B)> (1 -e) X Pe (kh, x, B), 


现在 ， 我 们 可 以 得 到 所 需 的 不 等 式 ， 首 先 ， 在 (1,2.10) 中 取 
A={x}, k<n, 并 利用 (1,2.13) 得 


kæ 
1~e<P(kh, x, {x}) < $} Ps (jh, x, B) + Pa(kh, x, {x}) 
im 


e 
<ie +Pa(kh,x,(z)), 


从 而 


1-32 1 
Palkh, x, {XD)>— se “<. 





以 此 代入 《1,2.12) ， 得 
P (nh, x, B) >n (1 - 3) P (h, x, B), <+. 


虽然 这 个 估计 比 〈1.2.9) 差 些 ,但 先 令 h->0， 次 令 t>0， 最 后 
令 e 了 0，〈1,2.9) 之 后 的 论证 仍然 有 效 。 这 便 完成 了 极限 存在 
性 的 证 明 。 
最 后 ， 我 们 来 证 明 断 言 GH) 。 由 于 
P(t,x,B-(x)) =P(t,x, B) -P (t, x, {x}) Is (a) 
Æ xk TWE, A 
q, B) =lim Pez B- (2). t-o 


亦 然 。 为 证 qg, +) 在 罗 上 的 o 可 加 性 ， 取 (B.C 2, Ba} h, 
EtxE N Bo， 则 由 前 面 所 证 


1 


天 和 PGD q(x, B,), 
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于 是 由 lim P(t,x, B) =0 立 知 lim q(x, Ba) = 0, 1 


自然 要 问 ， 何 时 多 上 的 测度 q, +) 可 唯一 扩张 到 2 E? 
为 此 ， 我 们 需要 如 下 简单 事实 。 
(1.2.15) 3|. 设 〈(E,8) 是 任 一 可 测 空间 ， (Ha)? 为 其 
上 的 任 一 测度 序列 ， 满 足 
u (A) $ uA), AGES, 
则 4 是 (E,6) 上 的 测度 。 
证 只 需 证 明 o 可 加 性 。 设 {4ce 两 两 不 交 ， 


- 


则 由 
(5A J>n( X4 J> Duan 
ZS n=, kf m>, H4 
e54 )> 5ra. 
i i 
另 一 方面 
3 3 (Ap - (2: A,) 


- (>; A,), n—oo* 


故 得 所 欲 证 断言 。 1 
(1.2.16) 3E RAEE {E}, E UE,=E, WX 
ELECE, q, +) 可 唯一 扩张 到 4 k. 扩张 后 的 q(x,，) 仍然 
具有 性 质 ， HFE AC, q, AES. 
(1.2.1 Æ 如 果 {LEE : q(x) = ceo} 至 多 可 列 ， 记 作 
{Xita}. WSE (1.2.16) 的 条 件 满足 。 事 实 上 ， 取 
B;= {XEE, j-1<qG@)<j), j>1. 
并 命 
Ej=BiU {Xx/}, j>1, 
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则 由 〈l.2.7) 。 G) 知 (B;i)c.#, AT (Ec 2, 

引 理 〈1.2.16) 之 证 “因为 罗 是 一 个 环 ， 而 且 在 所 设 条 件 下 
#=c(2), ， 即 2 是 由 罗 生 成 的 最 小 代数 ， 从 而 扩张 只 要 存在 、 
便 是 唯一 的 。 为 证 存在 性 ， 记 

Va= UB, n21. 
MV, YE. 命 

q(x, A) = lim q(x, AV), 4Eez。 
由 引 理 G.2.15) EA ax, +) 是 6 上 的 测度 。 AA AVER, 
从 而 对 每 AE6, q(，,A) Es. 1 

基于 (1.2.1) ， (1.2.7) 和 (1.2.16) ， 我 们 引出 如 下 概 
念 : 

(1.2.18) 定义 设 (E,2) 是 任 一 可 测 空间 ，? 包含 一 切 
单 点 集 {X} (XEE) 。 称 函数 对 q) -q(x, A) (ZE AG2) 
是 《E,86) 上 的 一 个 9 对， 如 果 对 于 每 XEE，q(X,，) 是 8 上 
的 测度 ，q (Xx, {X)) =0, q(x, E) 二 q(x) ; 而 对 于 每 AE8，q(*) 
MaA) 都 是 4 可 测 的 。 如 果 q(x) 之 co， 则 称 % 为 稳定 的 ， 
否则 (q(x) =) HARR. WREE XEE 都 是 稳定 的 《相应 
地 ， 瞬 时 的 ) ， 则 称 q(x) -q(x, A) 是 全 稳定 (相应 地 ， £R 
BF) 的。 如 果 q(x) = q(x,E)， 则 称 % 为 保守 点 ， 如 果 每 XE 
都 是 保守 的 ， 则 称 qO) - q x, A) 是 保守 的 q 对 。 

对 于 马 链 ， 即 忆 为 可 列 集 情形 ， 当 ij 时 ， 定 义 qu=qG, 
{j)， 当 i=j 时 ， 定义 4n= -g 人 三 -di。 便 得 一 个 矩阵 @= 
=(Qu:i,j€E) ， 它 是 矩阵 了 人 = (Put) 在 零点 的 导数 ， 称 
为 昌 和 矩阵。 如 上 所 述 ， 每 一 @ 矩阵 具有 如 下 性 质 : 

0<Q;;<+co, ij, >)95<gqi 和 +oo， 


(1.2.19) 定义 KIE Pt, x, A) t20,xC E, AG2) 
是 一 个 具有 9g 对 q(x) -q(x,A) Ge € E, ACS) 的 9 过 程 ， 如 果 
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W TS x€ Ea AC 2, 
lim (Pt, x, A) -ò (x, A)) /t=qG@, A) -q(x)d x, A), 
当 互 可 列 时 ， 依 通常 习惯 ， 称 之 为 @ 过 程 。 
“由 (1.2.1) ， (1.2.7) 和 (1.2.16〉 立 即 得 到 
(1.2.20) 定理 ¿iz P(,x,A)Gt20,z=C€E,AG2) 是 一 个 
WI, WE 


frer: lim [1 - P(t, æ, (z)1/t= +e) 


译 多 可 数 ， 则 它 是 关于 某 q 对 q) -qx, A) (SEE, AC8) 的 
q 过 程 。 此 外 ， 对 于 每 XEE,，q(x,，) EZ, 

为 简 音 起见， 如 果 q 对 是 全 稳定 相应 地 ， 保 守 〉 的 ， 我 们 
称 它 相应 的 q 过 程 是 全 稳定 (相应 地 ， 保 守 ) 的 。 如 无 特殊 必 
要 ， 在 谈 及 q 过 程 时 ， 我 们 不 提 它 所 相应 的 q 对 。 

一 般 地 说 ， 多 远 比 8 J. PXE, RTE 

(1.2.21) 推论 ” 当 且 仅 当 sup q (x) <° H, 2=8 

证 由 (1. 27, © 知 完 分 性 。 为 证 必要 性 ， 设 
EE 多 。 则 对 于 每 0， 存 在 a>>0, 使 当 s<a 时 ， 对 一 切 XEE ， 
有 i 

Pls, x, {x}) >1—-e. 
今 命 


op (z, x) = (P (z, x, (z) J> 0<e<n. 


H| K - 方程 得 
1-e<P(a, x, (x)) 


= „p(x, £) "5f wen "P(X, »P( = 5 dy) 


“P(e Á C+Dhe , g, (z) ) 





<,p(x, X) +E | sp (zx, x)P (edy) 


veo” (ys; 


<,p(x, X) +e Sipe, Xx) ( 1-P (nita) ) 


<,p(z, x)+£ (1-a p(x, X)) 
<,p(x, X) +E (1 一 opD(Z，X)) 
或 即 
(1.2.22) (1-e)[1-p(%w, z)]<1- P(a, zx, (m) Se. 
另 一 方面 ， 
a 
xD (z, X) | ° |> 


n 
TE, H (1.2.22) 得 
-eE -e7 <1-P(a,z,(z))<e, 
如 取 e= 1/3， 则 由 上 式 得 
l< taa 
> < i 


可 见 sup q(x) <o, 1 


AAWE, 222. 但是， 极限 lim PG, #, AD 


t70 
EACE) 的 存在 性 并 不 一 定 仅 限 于 .多 。 请 看 ， 
(1.2.23) ”定理 ”如果 qO) --q(%, A) 是 全 稳定 保守 
的 ， 则 每 --q dE PH, z, A) 满足 ， 
lim PO 2 A qz, A), x¢AES, 


No 
而 且 此 收敛 性 关于 A 是 一 致 的 。 
证 如 引 理 (1.2.16) 的 证 明 中 所 做 的 那样 ， 我 们 可 取 
(V,)7c 2, E V. 1 E B 
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q(x, A)=lim q(x, AV), x¢ AES. 

我 们 先 证 如 下 事实 ; 设 wg V € 多 ， 则 关于 BCV 一 致 地 成 立 着 
imP(h, x, B) 
uqu sS 

事实 上 ， 对 于 每 0<e<1/3， 存 在 3(V+ (z), e)>0, 使 当 

h<8(V+ (z), £) BF, 


Plh, x, B) 
h 


=q@%, B). 


-q(@, B)>2 -3eq(z, B) 


Z —3eq(z, V). 
(参考 定理 (1,2.7) 之 证 的 最 后 一 个 不 等 式 ) 。 另 一 方面 


Ph, <, B) Plh, æ, V) 
h h 


-q(x, B)= -q(x, V) 


+q@, V-B) - Ph 2, V-B) 


<h i V) -q(x, V) +3eq(x, V). 


从 而 


sup 
Bc7! 


— -q(x, B) 





Pth, x, B) 
h 


<3eqg (x, V) +| Pih, KAA -q(x,V) | 


EF h>0, KẸ e0 即 得 所 述 断 言 。 
注意 ， 
|2, z, A z qO AJ 上 Pih, z, AVD gx, AV» | 


+| Pu 2, AVD qc, AV5 | 


< Ph % AVD ge, avol 





+PER, £, {x}) _P(h, 人) +q, Ve), 
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REEN, 令 h->9， 则 由 已 证 的 事实 知 右 方 的 第 一 项 关于 4 一 
致 地 趋 于 零 ， 右 方 的 第 二 项 关于 A 一致 地 趋 于 
g(x) -q(x, Va- {x}) + q(x, Vi), 

然后 命 n>oo 即 知 上 式 与 4 无 关 地 趋 于 零 。 1 

虽然 一 般 地 说 罗 夫 82， 但 定理 (1.2.23》 表明 ， 使 极限 
“lim P€, x, A/P” 存在 的 A 仍然 可 以 跑 遍 整个 8。 那么， 这 
个 结论 能 否 进 一 步 延 拓 到 全 稳定 的 q 过 程 呢 ? 答案 是 否定 的 〈 参 
# 〈1.2.28))， 为 说 明 这 个 问题 ， 还 需要 做 些 准备 。 

我 们 先 给 出 一 个 一 般 性 结果 ， 它 是 引 理 (1.2.15) 的 推广 ， 
以 后 常 要 用 到 。 

(1.2.24) 定理 设 { kr}? 是 任 一 可 测 空间 CE, g) 上 的 
一 串 有 限 测度 序列 ,对 于 每 AE 56, 极限 limpa(4) 三 4(A) 存 在 且 
AR, WA 

Ou (E, 2) 上 的 有 限 测度 ， 

Gi) # fE, W 


lm|faw= [fän , 
G) 若 { fa) Cog, | fal M<, f.—f, WJ 
lim | fidu = Jan, 
Gv) Z; (fJ7c,e, | f.l<M<co m>1) , RE (f) c 
C8, M 
lim| fidps> | mfd, 
证 断言 G) 是 著名 的 Vitai-Hahn-Saks 定理 (Yosida 
[1]，p70) 的 直接 推论 ， 只 需 取 参 考 测度 


m(A) = Dun(A)/ 2 pa(E)), AES. 


往 证 (i) 。 首先 ， sup kn(E) 三 C<co。 其次， 对 于 任 给 的 
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fee, fr ie ask] { ga}， 使 得 sup 
于 是 先 令 ?co， 次 令 m->co， 得 
| fídus- ffan | <| ffdun- | gadna + 


+| | oau- | gudu | + Í gadu - fran] 





fo -guCo| <E. 


<c/m+| f gudun- | gdp | +C/m—0, 
KWE dii) 。 由 于 farf, u(E)<co, FH Eropos 定理 ， 
对 于 任 给 的 ce 二 0， 可 选 A.E€ 2, 使 得 4(4.)<e 上 且 
lim sup | fa) -了 f(x) |= 0。 于 是 , 由 已 证 的 GH), g noo, 
次 令 e->0， 得 
| sdus= [sau | 
<| | fodun- [jau |+] [ras - [fan | 


< 2Mun(40 + sup | f(z) =f) | +| ja- fdu | 
—o. 
最 后 证 (iv)。 如 果 (fjd7ce,, H frAAMOK<M<) 代替 
fn, AJ | fr <M M>) 的 情形 。 记 
g.= int fa79= lim f, 
Mei Gii 知 
Bm | $a im | gd fody, 1 
(1.2.25) 定理 固定 XEE。 如 果 g(X)<co 且 对 于 每 
SEACE, Rim Px, A)/t fE, Ha, WMA PE, x, 
A) 是 全 稳定 保守 q 过 程 ， 则 对 每 AG, P, x, A) 是 上 的 
可 微 函 数 ， 而 且 导 数 连 续 。 © 满 JE Koxxoropos 向 后 微分 方程 
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《以 后 简称 为 向 后 方程 》: 
(1,2.26) P(t, xz, Ay= fa, dDP(t, y, A) 


—q@)P(t, x, A) 








或 等 价 地 
G.2.2 PA, z, A)= fae a Pü, y, A) + 
ò(x, A) 
A +q(a) ° 


KPA, x, A) Q>0, z€ E, AC8) 是 P(t, x, A)(t20, 
XEE，4E2) 的 拉 氏 变换 ， 


PQ, x, A) =| ep x, A)dt, 


证 HK-C2E, 34 h>0 BF, 
P(t+h, x, A)-P(t, x, A) 
h 


ë 1 
=-| Pe, x, aPC, y, A) 


-1-P(h,z, (z) pe, x, A) 
n , A). 


$ he0, WEE (1.2.24). G) 得 右 导 数 为 
P; (t,x, A) = |a, dD) P(t,y, A) -qP x, A). 


由 控制 收敛 定理 知 右 方 是 t 的 连续 函数 ， 从 而 右 导 数 连续 。 另 一 
方面 ， 当 h<0 时 ， 
P(t+ h, x, A) -P(t,x, A) 
h 





三 lp- 
afi. n 二 h, x, dg) P(t+h, y, A) 


-EC (2) Patha, A), 
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类 似 地 ， 使 用 定理 (1.2.24) Gü 得 到 左 导数 存在 且 连 续 ， 故 
导数 存在 且 连 续 。 

对 (1.2.26) 两 边 取 拉 氏 变 换 即 得 (1,2.27) 。 反 之 ， 由 
(1.2.26) 两 边关 于 上 的 连续 性 及 拉 氏 变换 的 唯一 性 定理 即 可 由 
(1.2.27) 导出 (1.2.26). 1 

《1,2.28) i£ 设 王 为 任 一 可 数 集 ， 取 

Qu= -1/2'+!, qi;=0, i=j, i,j€ E. 
MJ Q= (g) 是 一 个 全 稳定 的 Q 矩阵 ， 它 的 每 一 状态 都 是 非 保守 
的 。 命 
Suy p l A 
4+G Q +q)GQ +qp/ ier A+A’? 
i, jEE, 420, 
Itik òy=0, Witjs di=1, JI (Pu): i, jEE) 不 满足 
柯 氏 向 后 方程 〈1.2.27) 。 但 使 用 定理 (1.4.2), WTE R 验 
证 (P; (Q) : i, J€ E) 是 一 个 Q@ 过 程 (Pult) :i,，jEE) 的 拉 
氏 变换 ， 而 且 是 不 中 断 的 。 这 便 回 答 了 定理 G.2.24) 之 前 所 提 
的 问题 。 


了 (4) = 


$1.3 可 微 性 


上 一 节 主要 研究 了 跳 过 程 在 原点 《t= 0) 处 的 右 导数 的 存在 
性 .由 此 导出 g 对 。 但 上 节 的 最 后 一 个 定理 表明 : 在 一 定 条 件 
下 ， 跳 过 程 关于 了 是 连续 可 微 的 ， 本 节 的 目的 是 改进 这 一 结果 ， 
但 对 状态 空间 E, 2) 却 需 要 施加 一 点 条 件 。 本 节 与 本 书 的 其 
它 部 分 是 独立 的 ， 初 读 时 可 以 跳 过 去 。 

〈1.3.1)》 引 理 设 p(t) 是 定义 在 [0, eo) 上 实 函 数 ， 存 
在 co>q>0 ER 

(1.3.2) 0<p(b<1, t>0; 
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(1.3.3) pis+t) >e pit), s, t>0; 
(1.3.4) 1-p(s+t) >e (1-p(t)) , s, t>0. 
那么 , 存在 [0, eo) EATHAR r), 0<r(t<1, E 


(1.3.5) p(t)= al ear(S)ds+ p0 )e™!, t>0, 
Jo 


证 分 别 由 (1.3.3) 和 (1.3.4) 得 
p(sS+t) ~ p(t)>(e -1) p(t)>e 0-1, 
p(s+t) -p(t)<1-e-e, 
从 而 
[p(s+t) -p(t) |<1-e :<qgs, s, t>0. 
这 表明 p(t) 是 绝对 连续 的 。 再 用 一 次 上 述 两 式 ， 得 
ep.s +t) >e"p(t), s, t>0; 
es (1—p(s+t))>er O-p¢)), s, t>0, ` 
TE erp) 和 e* G-p) WE tO EM k. RE, Hii 


rt) = Hert (ewp(D), (ae 有 定义 ) 


Ure 20, ae, 但 
Heng (ed Q -p(D)), a.e, 
AMER T< a.e. 最 后 ,由 7(t) 的 定义 即 得 表达 式 (1.3.5). 
现在 ， 容 易 修正 这 个 7(t) 使 之 满足 引 理 的 要 求 。 

下 述 一 般 结果 是 对 定理 (1.2.1) 的 补充 。 

(1.3.6) 定理 若 q(X)=0, 则 P(t，x，A) =I4(X)。 若 
0 之 q(xX) 过 co， 则 存在 一 个 t 的 可 测 函 数 7(t，X， 有 4)， 使 得 

(1.3.7) P(t, z, A) 


1-r(t)= 


=q(%) f, eoe» t(s, x, A)ds + eI a (x). 


ME 
(1.3.8) #(A,)7Ce, MARZ, N 
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>; rt, z, A) =r (tz, D3 Aa y a.e.t; 


(1.3.9) 0<r@, x, A)<1; # PG, x, E)=1, W 
T(t, x, E)=1, a.e.t. 

证 前 一 断言 平凡 ， 往 证 后 一 断言 。 若 P(t, z, A) 中 断 ， 
则 使 用 定理 (1.1.3》 证 明 中 所 用 过 的 技巧 ， 把 状态 空间 (E，5) 
FAKA Ea, éa) ， 得 到 一 个 不 断 的 跳 过 程 ， 如 果 我 们 对 这 个 
过 程 证 明了 本 定理 ， 则 可 立即 读 出 所 需 的 关于 原 过 程 的 结论 。 

HIEP, x, A) +W. HJH K-C 方程 和 G.2,3) 得 

P(s+t, x, A)>e-“ P(t, zx, A); 
HARA, ME 

1-P(s+t, z, A)>e™®: (1-P(t, z, A)). 
由 以 上 两 式 和 引 理 (1.3.1) 立 得 存在 二 的 可 测 函 数 使 得 (1.3.7) 
式 成 立 且 0<r(tb z, A)<1. 在 G.3.7) RPR A=E, 44 


t-e = q(x) f ereot=57(S，X， 卫 )ds， 
或 
| eou» (1 ~-r(s, z, E))ds=0, 


可 见 (1.3.9) 成 立 ， 类 似 地 ， 可 用 1.3.7) 式 得 到 (1.3.8). 

(1.3.10) 定义 k (E，G，6) 是 拓扑 可 测 空间 CHD 8 是 
由 拓扑 @ 生成 的 o 代数 ) ， 多 C8。 WR (E, #, 8) 上 的 有 限 测 
度 上 是 多 内 正则 的 ， 如 果 对 于 每 一 个 BE Z, 

A(B) =sup {4(K)， 紧 集 天 CB} 

当 . 罗 =G 时 ， 此 即 是 通常 的 内 正则 性 ， 如 果 CE, e, 8) 上 的 一 
切 有 限 测度 都 是 内 则 的 ， 则 称 这 个 空间 为 内 正则 的 。 

热 知 ， 每 一 个 具有 可 数 基 的 局 部 紧 空 间 、Polish 空 间 和 
Souslin 空间 〈 特 别 地 ，Lusin 空间 〉 都 是 内 正则 的 (参见 Cohn 
[1] 命题 7.2.3， 命 题 8.1.10 和 定理 8,6.13) 。 
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(1.3.11) 引 理 ， 设 (了 ，CE，2) 是 具有 可 数 基 的 拓扑 可 测 空 
间 ， 任 取 一 个 拓扑 基 ， 记 为 9， 以 2 表 包 含 9 的 最 小 代数 ， 
MAF CE, 6) 上 的 测度 4， 下 述 断 言 等 价 

G) /是 内 正则 的 

GD 4 是 2 内 正则 的 ， 

GD 4 是 多 内 正则 的 。 

证 BAA GD 一 > (G), RERE GD => G) 和 
G)=>Giü), 

先 证 => 0, g&U€e, MEE {Unc 使 
U= UUs, $ V,= U Us WJ V,tU, 8-0 220, W 


i-i kei 


4 使 L(V 一 Va)<<e/2。 对 于 每 1<n<n,， 取 紧 集 KnCUs, 使 


uU- K.) <e/2"*:, 那么 K= U K, ERRES 于 UU,= 
=VucU， 此 外 i J 
(U-K) <u (U -Vn)+U(Vm- K) <e/2+ 


+>) U-K) <e., 


wel 


wE O= äi), 车 记 I= { Us: n>1}, MAWE 
M N 
a-{U N Ven :存在 UiE 2, 使 


Vm=U RU, M, N>1). 
因此 ， 我 们 只 需 证 明 形 U N V. 的 元 素 有 内 逼近 ， 由 假 
设 ,每 一 Ui€ IA RDE TEE WERDE. RH, E e>, 
取 紧 集 玉 使 上 (了 -KK) <e。 那 么 ， 作 为 开 的 闭 子 集 KU 也 是 
紧 集 ， 而 且 
KU; CU:, #(U;- KU;) <u (E-K) <e, 
e 任意 ， 故 每 UAE 9，Ui 也 有 紧 逼近 。 这 表明 每 To 有 RE 
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x N 
# U N V. AR. 1 


x= ne 


(1.3.12) 引 理 ”关于 (B,E,E) 和 2 的 假设 同 (1.3.11)。 
再 设 (Q, F, p) 是 一 测度 空间 ,，R(w, A) (wWEN, AE8) 
是 非 负 实 函 数 ， 满 足 

(1.3.13) ”对 每 AE6, RG, AESF, 

(1.3.14) WACES, R 是 几乎 一 致 A 内 正则 的 。 HU 
HHE u FENI DRET A IB 15 u € Na ERREA {Ka}, 
{4E Kac Am1), H. 

limR(w, Ka)=R(w, A), wẸNa. 

(1.3.15) Rw, +) 是 的 0 可 加 性 几乎 成 立 。 即 对 每 一 

列 两 两 不 交 的 { A,)7C e, 


R+ >a, [.> R(+, An), u-a.e, 


例外 集 依赖 于 {A)T 那么 ， 存 在 一 个 二 元 函数 U(w，A) 
(WEN, ACE) , 使 得 

(1.3.16) ”对 每 WE8, Uw, JEZ; 

(1.3.1 ”对 每 AE€6, UG, A)E8H 

UG, A)=R(., A), 1—a.e。 

此 处 的 例外 集 依赖 于 A, 

证 由 于 ,多 是 可 数 的 ， 我 们 可 以 选取 一 个 公共 的 上 零 集 N， 
使 得 在 此 集 外 ，《〈1.3.14) RZ. 而且 由 (1.3.15), RIET 
保证 在 N k, Rw, +) REZ 上 有 限 可 加 的 。 另 一 方面 ， 对 
FRACS, R 《1.3.14) 中 对 应 于 一 个 可 列 集 {K,(A):n 之 1} 
《以 下 固定 这 些 序 列 ), 这 些 序 列 的 全 体 { Kn(A) : n>1, AEF} 
也 是 可 列 的 。 故 我 们 还 可 以 假定 在 N: E, Rw, 9 HART 
加 性 对 于 由 这 些 紧 集 和 多 所 生成 的 代数 上 也 成 立 。 

Ei: SWEN, RR(w,，、) 是 多 上 的 测度 ,事实 上 ， 











RA, AEZ MSI ,4= >` 4 对 于 任 给 的 e>0, HAES 
及 (1.3.14) 知 ， 存 在 紧 集 KcCA， 使 得 RR(w, K)<R(w, A) < 
<R(w, K) +e， 另 一 方面 , 因为 多 是 代数 ， 由 A，€ 罗 知 
AEZ, AME 0.3.1 知 ， 存 在 紧 集 区 nC As ， 使 得 
R(w, K.) 二 RU，A2 <R(W，Kn) + e/2*, R> E€ .# 及 所 假 
定 的 有 限 可 加 性 ， 我 们 得 到 

R(w, K) >R(w, A)>R(w, K:) ~ e/2", 


BAEK KDA. 从 而 Ù Ko 31 A,= ASK. 利用 有 限 


1.1 smi 


覆盖 定理 ， 存 在 m<co, fE Ü KK. 从 而 


> Rw, AD +e= X, Rw, An) +e/20 


> >; Rw, K) 


fas 


> 5 Rw, K9 


>R|w, Ú Ki | (由 非 负 性 及 有 限 可 加 性 ) 
>R(w, K) >n fw, 三 A. [-s 

e 是 任意 的 、 故 
> Res, A9>R| w, 5 A Í. 

反之 ， 由 有 限 可 加 性 和 非 负 性 立 得 
> Rw, A5=<R |, > 4 Í. 

#OS TE €N, RW, +) 在 多 上 是 o 可 加 的 。 

3 








现在 ， 我 们 来 构造 所 求 的 函数 U(w，A) (wE 0D, ACH. 
由 上 述 所 证 ， 当 也 允 六 时 ， 迟 (2 ，。) 可 唯一 扩张 为 6 上 的 有 限 
WE, WER, +). EREE, HEX 
U(w, A)=In'(w) R (w, A)+In(w) d(xo, A) ， 
wEN, AES, 
则 这 个 函数 显然 满足 (1.3.16) 和 (1.3.17) 的 第 一 项 断言 ， 至 
于 最 后 的 断言 ， 只 需 注意 ， 若 命 
= {AES: UG, A)=R(:, A), 4-a.e.} 
则 易 见 .x 是 包含 多 的 单调 类 ， 从 而 .x = e. 1 
应 用 这 一 引 理 ， 我 们 可 将 定理 〈1.3.6) 加 强 为 
(1.3.18) 推论 it (E, e, £) 是 具有 可 数 基 的 内 正则 空 
间 。 若 0<q(x) <o, MEE tT r, x, A) t20, 
AES) ， 使 得 G.3.7)— G.3.9) 对 于 一 切 t>0 成 立 。 
证 由 定理 《1.3,6) 和 引 理 〈1.3。12) ， 关机 全 二 
条 件 (1.3.14) ， 然 而 ， 由 G.3.7) 得 


(1.3.19) P(t, x, A-K) = f'e enuon Cres, z, A) 


=r(s, z, K)jds+e™™™] _,(2), 
我 们 将 由 此 构造 所 需 的 逼近 序列 、 首先， 由 多 的 可 数 性 质 5 
BE (1.3.11) 及 (1.3.8) ,存在 关于 t 的 零 集 和 ,使 得 当 t FN 
BF, rG, zx, +) 在 多 上 是 有 限 可 加 的 。 另 一 方面 ， 由 空间 的 正 
则 性 假定 ， 对 于 每 t= m>1# AE 多， 存在 含 于 A 中 的 紧 集 序 
A {K)o ë P m, x, A) =limP(m, z, Ká) . $ K#= 
N 


U Ká, N21, WJ ( K4 }? 也 是 含 于 和 4 的 紧 集 的 上 升序 列 ， 


mai 


且 
(1.3.20) P(m, t, A) = lim P(m, t, K4) , m>1. 


#033 28 { Kt: n>1, ACF ) 所 生成 的 代数 , 则 我 
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们 还 可 假定 〈 适 当地 扩大 原来 的 零 集 N) , 当 tEN 时 ,7(tz) 
在 区 上 是 有 限 可 加 的 〈 因 为 哆 也 是 可 列 集 ! ) 。 由 有 限 可 加 性 及 
非 负 性 导出 单调 增 性 质 。 这 样 ， 由 〈1.3.19) 和 G.3.20) 立 得 


lim femoris, x, A-K5ds=0, m>1. 
. 


于 是 由 控制 收敛 定理 及 被 积 函数 的 非 负 性 知 ， 存 在 关于 上 的 零 集 
Nz, E4 m>t¢NU Ni, 
limr(t, z, KĄ =r(t, z, A). 

令 N4=NU (U N3 ) 立 得 所 需 断言 。 1 

下 面 ， 我 们 要 对 ?1(t，%，A》 作 进一步 的 刻画 , 它 是 导出 
可 微 性 的 关键 的 一 步 。 

(1.3.21) 定理 设 (E，4，8) 是 具有 可 数 基 的 内 正则 空 
闻 ，0<q(z)<co。 那 么 ， 存 在 唯一 的 函数 RG. x, A)(t>0, 
AES) ， 对 于 固定 的 t+， 它 是 8 上 的 测度 ， 对 于 固定 的 A， 它 是 
t 的 连续 函数 ， 而 且 

(1,3.22) Pt, x, A)= g(x) f eRe, x, Ads 

+e] (x), t>0, AEZ, 

此 外 ， 我 们 还 有 

(1.3.23) R(t, x, E)<1; # P(t, z=,E) =1(t>0), W] 

R(t, z, E)=1; 
G.3.20 Rlsthx,Ah)= |R r, dDPE, y, A) 
s>0, t>0, AEZ. 
E 由 推论 (1.3.18) 得 到 
(1.3.25) P(t,x,A) = | aldermemon Cs, x, Ayds 
te™Ia(X), t>0, AEL. 
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WE., x, 9 是 界 于 1L 的 测 训 ， 于 是 ， 由 单调 类 定理 知 ， 对 
于 每 PEs8， 有 
Jee, Xd PY) = Kuasa frs, x,dy)p (yds 


+e plt), 


特别 地 ， 取 p=P(tr，*，A) ， 并 使 用 K -C 方程 得 
Prt, x, A =q) | eonda y, Ar ady) 


+e PE, x, A). 
由 此 出 发 ， 两 次 使 用 〈1,3.25》 ， 得 


ga) | engs |Pe， p, Ayr,Gs, z, dy) 


+q(z) een” ae 71(S, Z, A)ds 


+ emou A(x) 
=P(t+t', x, A) 
=q (z) É eee ar (s, 2, A)ds 
e TACE) , 
从 而 
Í eevds|Per,u, Ayr,(s, z, dy) = 
= este s er (s, z, A)ds 


= few r (s+t', xz, A)ds 
X, WEU, PEFR N =N (A) , 634 t€N,, A 
(1.3.26) T(t+t’, x, A) = [Pey Art edy. 


我 们 将 由 此 出 发 ， 来 构造 所 求 的 书 (f，Z，4) 。 BRE, RE 
是 六 的 修正 。 
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先 证 上 式 两 边 都 是 〈 所 t) 的 二 元 可 测 函 数 ， 事 实 上 ,当世 
固定 时 ， 右 方 是 的 可 测 函 数 ， 而 当 t 固 定时 ， 它 是 妇 的 连续 函 
数 ， 从 而 右 方 是 二 元 可 测 的 。 左 方 显然 如 此 。 这 样 ， 集 合 


S= fe, t): t, t/2>0, ri(t+t’, x, A) 


# [Pt,y, ante d} 
是 二 元 可 测 的 。 由 Fubini 定理 及 (1.3.26) 立 知 
ffatav =0. 


š 


#fru=t, v=t+t/， 则 [[auae =o, 此 处 


Li 


m={ Cu, V) ; u2>0, v>u, TW, z, A) 


+|Pw-u, Y, A) ri(u, x, dy) L 


再 用 一 次 Fubini 定理 得 ， 存 在 u>0 的 一 个 零 集 H， 使 当 u € H 
h, AFR H, 4# ñ 
G.3.27) r, z, A) = |Pw- uy, Aru, z, dy) 
u¢H, uw<v¢H.. 
HE, RAMTE ROo, x, A) mR: v>, ERW 
使 0<w <v, w $H, REG 
(1.3.28) Rw, z, A)= [Pw-w,y arw, zdp. 


为 说 明 这 个 构造 的 合理 性 ， 我 们 和 需要 证 明 ; 上 式 与 W 的 取 法 无 
关 . AE, RAED, CW, U<V, w, w $H, WF, 
Wu H, UH.. 且 v>w’ Vw 时， 由 (1.3.27) 知 
JPw-w, Y, A) ri(u’, x, dy) 
和 
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|Peo-w， Y, A)r,G27, x, dy) 


都 等 于 71(v，X，A) ， 特 别 地 ， 这 个 结论 对 于 v=v。 也 是 对 的 。 
因此 ， 这 样 的 w Mu 定义 了 同一 个 R(v。，x，A)。 

往 证 如 上 构造 的 R(t，X，A) G>0, ACS) 满足 定理 的 
条 件 。 

由 (1.3.28) ZA, HFE t>0, Rt, x, +) 是 8 上 的 测 
度 。 注 意 作为 的 函数 ，P(t，x，E) 非 增 ， 从 而 由 G.3.9), 
(1.3.18) 和 《1.3。28) 立 得 (1.3.23) 。 

次 证 连续 性 。 任 给 to>0, (ER u, € H, 0<u,<t, 当 v>t 
时 ， 就 有 


RW, z, A)= Pw-u, Y, Arus x, dY) ， 


这 表明 R(。，x，A) 在 (toco) 上 连续 。 由 于 tt>0 是 任意 的 ， 
ARC, z, A) # 0, ©) 上 连续 。 
再 证 对 于 每 AE6， 

(1.3.29) Rw, x, A)=r, (o, z, A) , a.e.v., 
事实 上 ， 由 0.3.27 和 . (1.3.29 知 ， 上 式 对 于 每 4 v>t, R. 
vEHu (加 和 Wo 如 上 有 段 〉 成 立 ,换言之 ,上 式 对 几乎 所 有 的 >t, 
RZ. ìi t 沿 有 理 数 集 下 降 于 零 , 便 知 上 式 对 于 几乎 所 有 的 2 之 0 
成 立 。 

RE, h (1.3.29) 和 (1.3.25) 即 得 〈1.3.22) 。 现 在 ， 
如 同 由 〈1.3.25) 导出 (1.3.26) I, Th (1.3.22) 导出 


R(t+t, x,a = |Pw, y, AR, x,dy), 


t¢Nr, 
但 等 式 两 边 都 是 上 的 连续 函数 ， 从 而 几乎 处 处 相等 推出 处 处 相等 ， 
这 便 证 得 (1.3.24) 。 1 





至 此 ， 我 们 已 完成 证 明 Sp, x, A) (t>0) 存在 性 的 


准备 工作 。 
(1.3.30 定理 it (E, @, #) 是 具有 可 数 基 的 内 正则 空 
间 ，0<q(z)<co。 则 了 P(t，xZz，4) G2>0) 有 连续 导数 P (t, 
z, A); P'(t, x, +) 是 8 上 的 o 可 加 集 函 数 ， 全 变 差 不 超 过 
a(x) ， 而 且 
(1.3.31) P’(t,x, A) =q(a)(R(t,z, A) — P(t,x, A)), 
t>0, AEs. 


(1.3.32) P/'(s+t,z,A) = fe (s,z, dy) P(t,y, A), 


s>0, t>0, A€¿. 
车 q(x) =0， 则 P' (t, z, A) =0, t>0, A€¿. 

证 由 G.3.22) K RG, x, A) KWERELA P (t, x, A) 
关于 t>0 可 微 而 且 满 足 (1.3.31) 。 关 于 P' (t, x, A) 的 性 质 
可 由 《1,3。31) WH. 最后， 由 (1.3.24) , (1.3.31) 和 kK-C 
方程 立 得 〈1.3.32) 。 至 于 q(x) =0 的 情况 是 平凡 的 。 1 

G.3.33) 定理 在 G.3.30) 的 条 件 下 ， 我 们 有 
(1.3.34) lim R(t, »%,{%})=0, 
(1.3.35) lim P’ (t, x, (z)) = —q(%), 
证 由 (1.3。 20 得 
R(s+t,x, {Xx})>R(s, x, {X} Pt, x, (xz), 
从 而 
R(t, x, {xX}) >P (t, x, (z)) HR(s， zx, (x), 
进而 
lim R€, x, (z))>lim R(s, x, {x}). 
这 表明 极限 Jim RC z, DRE. E (1.3.2) HR A= (z), 
得 
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ePi, >, {x}) -1 >T 40) 
— et: -1f eR(s, x, (z))ds, 


ANOA (1.3.34) 成 立 。 由 此 及 G.3.31) 即 得 (1.3.35) 。 
下 述 结果 是 前 一 结果 的 补充 。 
(1.3.36) 定理 在 定理 (1.3,30) 的 条 件 下 , 若 wz € A € Z, WJ 
(1.3.37) mR, x, A) = q(x, A) /q (x), 
(1.3.38) Emp’ (t, x, A) = q(x, A). 
证 HERR e>, FE 5>0, 使 当 0<t<8 时 ， 
inf P(t,y, {y})>1-e. 
从 而 由 〈1.3.24) 得 


RG+t,z, >| RG t dDpt yA 


>(1-8)R(s, x, A). 
以 下 的 证 法 与 前 一 证 明 类 似 。 
(1.3.39) 定理 在 (1.3.30) 的 条 件 下 ， 若 c= sup q(x) 
<o, N R ($, x, A)R P” (t, x, A) 都 是 十 的 有 界 变 差 函数 。 
证 由 (1.3.24), K-CJER 0.2.3) 得 
R(s+t,x, A) >| a (s, z, dy) P (t, Y, A) 
>e-Ä#R (s, x, A), 
Petta, A>] PG,=,dpP ty, A) > 
>e-“Ps,zx, A). 
因而 eR, x, A) fü eP (t,x, A) 都 是 t 的 非 减 函 数 ， 从 而 
R(,x, 4) 和 卫 ( 心 zx,4) 都 是 上 的 有 界 变 差 函数 .进而 ,由 (1.3.31) 
AP txr A) 亦 然 。 
《1.3.40) 定理 R E, ,8) 是 具有 可 数 基 的 内 正则 空间 ， 
qax) - q(x, 4) 是 全 稳定 对。 则 对 于 每 AE8: c=sup q (2) < 


o, RME 
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(1.3.41) P“(s+t,x, A) = [Pex app t, y, A). 


t>0, s>0. 
证 ”本 证 明 的 前 半 部 分 与 定理 (0.3.21) 的 证 法 类 似 。 在 前 
一 证 明 中 ， 我 们 已 证 e*!P(t,x, A) 是 的 非 减 函数 。 因 此 由 G. 
3.30) 和 “(1.3.38) 得 


0<e-ed (eP, æ, AD) = 了 /由 和 A) + cP (t,x, A) 


=U (t,x, A), t>0. 
另 一 方面 ， 由 定理 (1.3.30) 8, IP’ (t,x, A)| <q (x), 
从 而 

(1.3.42) U(t, x, A)<q(x) + cc. 
H U(t, x, A) 的 定义 得 

(1.3.43) P(t,z,A) 


= Ka (s, X, A) ds +e", (x). 
° 
反复 应 用 此 式 ， 得 
全 e-t -dU (s, x, A)ds +e-sttt Ia (G) 
0 
=P(t+t',zx, A) 
= par, dp P (ty, A 
= [Pe æd eve， Y, A)ds 
+e-“#P(t',z, A) 
u | P (t,x, dg) U G, y, A)ds 
9 
+ Kama (S, x, A)ds 
° 


十 e-ed+tOT4(X) ， 
因而 
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feras fuss, Y, A)P (t, x, dy) 
° - 
zever | eUs, x, Ads 
0 
= f'eru (s+t’, x, A)ds. 
0 


这 表明 ， 对 于 每 t+’>>0， 存 在 零 集 N: ， 使 得 
GL.3.40 UG+t, x, A)= |P, ,dU dt,y, AD 


t¢ Nr. 
特别 地 ， 
(1.3.45) Uti, A> Pt’, x, dp U (t, y, A), 
ti¢ Nn, 


此 处 E,= {y:9(y) <n}. H (1.3.42) 知 ,在 Es. 上, Ut, yY, A) 
<q(y) +c<n+c, XI UG, y, A) 是 t 的 连续 函数 ， 所 以 上 式 
的 右 方 亦 然 。 上 式 左 方 自然 也 是 如 此 ， 故 上 式 对 一 切 t 成 立 . 命 
n=, ÆA: Dt, t 和 Xx, 恒 有 

(1.3.46) Utt, z, ASPE, x dU yh). 


如 果 能 够 证 明 ， 对 于 一 切 巡 0,， 杂 >>0， 上 式 可 改 为 等 式 ,， 那 
么 ， 在 这 个 等 式 中 ， 将 U(b x, 4) 代 之 以 所 定义 的 了 (t, x, A) + 
cP (t,x, 4) ， 便 可 立即 得 到 (1.3.41) 。 

往 证 (1.3.40 的 反 向 不 等 式 对 于 t>0 MESRA. 事实 
k, (1.3.45) WEDE Gt) 连续 函数 ， 从 而 是 二 元 可 测 
的 。 作 为 它 的 极限 ， (1.3.4 的 右 方 亦 然 。 (1.3.44) 的 左 方 
也 是 如 此 ， 这 样 ， 由 Fubini 定理 和 (1.3.44) Al: 存在 t>0 的 
一 个 零 集 本 ， 对 于 每 tE 且 ， 存 在 零 集 He, E 


(1.3.47) UG+t,%, A) = [PO ,dD Ut, y, A 
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0<t¢H, t #H:. 
ERFA OEH, H,= $, KEZ. WE O<t € H fi t, € 
再， 使 上 式 不 真 。 那 么 ， 由 (1.3.46) 知 ， 此 时 必 有 


UG,+ü, z, A> Pe, z, dp Utto, A. 
于 是 当世 > 如 时 ， 就 有 
fow, x, dy)U G, y, A) 
= [Pe -ts x, d2) [PCs, 2, dU (ty, A) 


= P(t -t;,x, (zp |P e x, dy)U (t,, Y, A) 


+Í PH - ti, z, dz) Pd z,dDU (tn Y, A). 


B= (x) 
由 于 P(t -tpe {xh >er -t0>0, FEH (1.3.4 及 上 
面 两 式 得 


few ,Xd Ut,,Y, A) 
<P(t' -t,x, {XD Uto+ ts, Xx, A) 
+Í Plt’ -ti,z,dz)U(t +t,z, A) 
一 (x) 


x fw -t x,dz)U (t, + t2, A) 


<U (ti +t ,x,A). (利用 (1.3.46) ) 
这 表明 ， 对 于 一 切 刀 之 如 ， 


few ,XsdDU (tY, A) <U +t ,x, A). 


这 显然 与 (1,3.47) 忒 盾 。 故 对 一 切 0<t#HH，Hi=$。 换 盲 之 ， 
我 们 证 得 


UG+t ,z, A) = few ,Xd U (t,Y9,A), 
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0<t¢H, t >0. 
ERABE tt, Wet, é H, 0<t,<t, WH LS 
UG(t+t'/,z,A)=UG, + (tt+t —t),X, A) 


2 2222 t,x,dD U (tg, A) 
-|Per,za2 |P -tz,dpUt,u,A5 


<|Per,z,42U6,z, AD, (利用 (1.3.46) ) 
这 正 是 我 们 所 需要 的 (1.3.40 的 反 向 不 等 式 。 1 


$1.4 拉 氏 变换 


本 节 将 建立 晃 过 程 及 其 拉 氏 变换 的 一 一 对 应 关系 。 设 P(t， 
x,A) (ft 之 0,XEE,AE8) 为 任 一 跳 过 程 ， 那 么 它 的 拉 氏 变换 
PxA) (1>0,XEE,AE8) 定义 为 


PO, z, A) = fep (t, x, Aydt. 


(1.4.1) 38 it PA, x, A) REWE P(t, x, 4) 的 拉 
氏 变 换 ， 那 么 它 满足 如 下 条 件 ， 
O 对 每 >0 和 AEs, P(1,*, A) Ebr 
对 每 >0 和 XEE, PUL) EY + 
GD WRA: 对 每 41>0, XEE 和 AE8， 
0<AP(4,x, A)<1; 
GD MERE: HAA, >00, xEE MAES, 
Pú, x, A) - P (u, z, A) + Q — n) 
[Pa z apa, A = 0, 


Civ) 连续 条 件 ， 对 每 XEE 和 AE8， 





lim AP, x, A) = ò(x, A). 


WRP, MPA, x, 4) 还 满足 
M gq 条件; Hg z€ ET A€ 2, 
lim AAPO, x, A) — d(x, A)1= q(x, A) -q (%)ò (x, A), 
如 果 P, x, A ERKE, MAF EE, 
iP(h,x, E)=1, 
证 ”我们 只 验证 q 条件， 其 它 条 件 都 是 容易 验证 的 。 由 假设 
lim[P(t, x, A) — d(x, A)3/t 
=q(x,A) - q(x)db(x, A), XEE, AER, 
若 x#FAE 多 ， 则 对 任 给 的 >>0， 存 在 8>>0, 使 当 0<t<8 时 ， 
IP(t, x, A) -tq(x, A)| <et, 
注意 
[eat a [emtat =1, 4>0, 
便 得 
WPA, x, A) - q(x, A)| 


s 22 x, A) — ta (z, A)1dt 
<e raf ena +tq(zx, A))dt 
8 AN -h 
=é+2ie s f (2)e adt 
_ a AA n 
十 4e 3 q, A) f, (2) e tdt 
<+ (24 + 4q(x=, A) Je” , 
先 令 1->co， 次 令 2->0， 便 知 
lim XP(,%, A) = q(x, A), z€ AE 2. 
这 样 ， 我 们 只 需 再 证 
lim AAP (A, x, (z) ~1]= -q(x), XEE, 





如 果 q(X) 过 co， 则 上 面 的 证 法 完全 适用 。 Sitala =o, RA 
对 每 M>0， 存 在 8>0， 使 
1-Plt,x, {x} >Mt, 0<t<ò. 
这 样 
1- PPQ, x, (x)) = Kass: - P4, x, (z))1dt 
>f umat š M| e~tsds, 
可 见 
lim [1- Ph,x, (z))12>M, 
但 M 任意 ， 故 
lim4[1- APA, >, (z))1= eo, 1 
本 节 的 主要 目的 是 证 明 上 述 引 理 的 逆 也 是 对 的 。 主 要 结果 是 
G.4.2 定理 P, x, A) (>>0,YEE,4AE8) E # 4 B 
HE P (, z, A) (220, XEE,AE8) 的 拉 氏 变换 的 充 要 条 件 是 上 
述 引 理 中 的 条 件 G) 一 liv) 成立。 此 时 ,过程 P(t, x, A)R N 
的 充 要 条 件 是 : 对 于 一 切 人 >0 和 XEE, APO, x, E) = 1。 
证 ”我们 只 需 证 明 : 若 条 件 G) 一 Gv) Rz, UPA, x, 
AA) 是 一 个 跳 过 程 了 (t,x, 4) 的 拉 氏 变换 .一 旦 完成 了 这 一 证 明 ， 
则 最 后 一 项 断言 就 容易 验证 了 。 
证 明 的 基本 想法 是 ， 选择 一 个 适当 的 Banach 空 间 ， 通 过 
P Q, x, A) 造 出 这 个 Banach 空间 上 的 一 族 预 解 算 子 {Pi: 420), 
然后 应 用 Hille-Yosida 定理 决定 相应 的 强 连续 压缩 半 群 。 最 后 
由 此 半 群 构造 出 所 需 的 过 程 。 
(a) 选 Banach 空间 。 与 通常 使 用 88 (上 确 界 范 数 ) 不 
同 ， 这 里 选用 儿 。 在 乡 上 定义 线性 运算 : 
CCIP: + CaP) (A) =c,%( (A) +c,9,(A), AEE, 
CPER, Ppp C€ Z 
和 范 数 : 
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网 =sup{> pl: (Ahes, ARRE 


BXA=E, n>}, 


它 即 是 9 的 全 变 差 : lpl= p*(E) +p E). WA Z, FD 是 一 
个 Banach 空间 。 
(b) 造 Y 上 的 线性 算 子 族 {P:: 420). 
给 定 满足 条 件 GQ) 一 (iv 的 P( xz, A) (4>0, z€E, 
AE8), 命 
@, A = [pan P ü, x, A), AEE, 
R PP 的 定义 域 9 (Py) 为 儿 。 则 P, 是 从 名 到 自身 的 线性 算 子 ,而 
且 是 压缩 的 : 
|PJ<I1/。 
下 面 ， 我 们 分 两 步 来 证 明 P, 是 预 解 算 子 。 
(e) P, 是 到 自身 的 一 一 映射 
JR o € 2, Hi A, Z: gp-1P,o 的 Hahn 分 解 ， 那 么 
Ip-1Pip]= (p -1P,9) (A5) - (p - 4P,9) (Ab) 


š fo (dx) © (z, A4) - AP Q, z, AL) 
一 fo (dx) (b (z, AL) -AP Q, x, Ah) ) 
<Í lel cdx) bez, Ap -1P G, x, A3] 


+ f lpl (dx) |ò (z, AL) - AP Q, z, AŁ)| 
此 处 lel =pt+o7, WR z€ At, WJ 
0<1 -4P 4, x, A’) =ò (x, A’) — 1P G, z, AB) 
<1-4P å, x, {x)}). 
如 果 xé At. w 
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0> -4P 0, x, AD = 8 (z, A) - IP Q, x, A’) 
>- AP (4, x, E-{x}) >1P0, x, {x}) - 1. 
可 见 
|° (x, A) -4P G, x, AD) <1- IPG, x, (x), 
于 是 由 条 件 〈iv) 和 控制 收 伍 定理 知 
lim |p- MPio|= 0. 
为 证 Pi 是 一 一 的 六 只 需 证 Pup= 0 之 p=0。 EAG) 知 ， 了 ip 
= 0 导致 Pip = 0 对 一 切 220 成立。 特别 地 ， 由 上 式 得 到 9= 0. 
至 此 ， 我 们 已 证 得 断言 (c) 。 
现在 ， 若 用 多 《Ps) CER Pi 的 值 域 ， 则 我 们 可 以 定义 
ARP) 上 的 一 个 算 子 Q, WK: 
Al- 0 = Pi。 
往 证 
(人 (>0) 与 1 无关， 记 作 9 2(Q)# # R. 
我 们 先 证 9 (921 SIDER. ERPEZ, hH dii 得 
P,o= P,(p+ (1~ 1)P,9). 
这 表明 罗 (P)C 罗 (PD), 交换 4 和 4, EA ANA) = 2P) = 
2 (P,) = 9 (0,)、 其 次 ， 我 们 证 明 对 于 每 9E FP) = #(Po , 
9.9= 人,9。 Z E, # E p, 9, € Z të o= P,9 =Po, MUJ h 
GHD 可 见 
Pp,— P,p, + O- u) P,Pip, - 
=P,9,- P,gi + Q- n) P,P, = 0, 
但 P, 是 一 一 的 , AT Pa- pit Q — u) Pip = 0. A jk P%to — P'e 
+ -Jp=0. 这 表明 ipg=2p。 最 后 ， 我 们 证 明 9(9) = 
G (9 在 2 中 稠 。 由 于 对 每 PE2，1PipEGg(8)， 而 且 由 已 证 
的 lc) 知 ,limlp -4Pipl=0， 此 即 是 黎 性 。 
至 此 ， 我 们 已 经 证 得 {Pi 4 二 0} 满 足 Hille-Yosida 定理 的 条 
件 。 因 此 ， 存 在 唯一 的 以 {Pi， 4>>0) 为 预 解 算 子 的 多 上 的 强 连 续 
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H383RBEOT, t20), E 
Pip = f e-uTgdt 


此 处 的 积分 是 强 积 分 ( 即 Bochner 积分 。 人 参见 关 雍 直 [2]， 第 二 
章 $ 6) 。 特别 地 ， 


Pp) (A) = [ew (Aydt 


取 9,=5(xz，) , WEZ, 因而， 我 们 可 令 
P(t, x, A) = (Tip.) (A), 
往 证 
(e Pit, x, A) E-A E. 
由 Hille-Yosida 表现 定理 (A EE p477) , 


(Ti9s) (A) = imdi (CGOP P1) (A) 


= imd (G@meP, — tnl) pz) (A) 


= lim (et*°P, -mDp,) (A) , 
HF p D, Pp.) (A) =PO, A) E8, BTü(CGnOPO p.) 
(A) E81。 由 归纳 法 知 ， H FML (nP) o.) (A) € 
#,. ik PCH, +, A) = (Tip,) (A) E8.. B # P 0, x, A) =ò (z, 
40) 。 其 次 ， 由 于 e" g etr 都 是 2 + 到 自身 的 有 界 算 子 ，peE 
2+， 因 而 Tip=E.s， 从 而 也 就 有 卫 作 2 。)E 9+。 由 压缩 性 ， 

P(t, x, E) = (Tip:) (E) <1, 

而 由 强 连续 性 知 P (t, x, A) = (To (A 23 t 8 88. jk PE, 可 
取 拉 氏 变换 ， 

Perpa, z, Adt= [eTo Ayat 


= (Pipz) (A) = PQ, x, A), 
余下 的 只 是 验证 K-C 方程 。 首 先 注意 
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而 | fe (s+h, x, dy)P (t, Y, A) — fe (s, x, dy) P (t, Y, A) | 
<limlPs +h,z,+) — P (s,z,*) 
= FMT., pz- Tpsl=0 
和 
T [P sanP e,u, A - |P, z dp PE +h, p, A)| 
<Em|p Gs, xdv IPG, y, A) -P(t+h,y, A)| 
= 0. 
从 而 对 于 每 固定 的 所 | PG, z, dp Pt, A) RESER 交换 
st, 此 项 断言 亦 真 。 另 一 方面 ，P(s+ 刀 z AbH 同 料 的 性 
质 。 这样， 
[ae fe (s, x, dy) P (t, Y, A) 
和 
[iatempe +t, x, A) 
都 是 依 s 连续 的 。 然 而 由 dD 得 
oK [Pis zd Pt, A 


= Pa, dP A 


1 
-À 





CP (A, x, A) — P (u, x, A) 1 


= [asf -ae (S +t, x, A). 
故 由 拉 氏 变换 的 唯一 性 定理 得 
[Pe zanpa, Y, A) = P(s+t,z, A), 
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Ss t20, xEE, AE8. 1 

EX P $, x, A) 5 PO, x, 4) 之 间 的 一 一 对 应 关系 ， 以 后 ， 
我 们 也 称 忆 (1, z, A 为 跳 过 程 (q 过 程 ) , 

如 果 跳 过 程 P Q, x, A) 满足 上 述 条 件 G) 一 Gv) ， 那 么 它 
唯一 决定 一 个 P(t, Xx, A)， 可 定义 相应 的 多 。 这 样 ， 引 理 (1。4.1) 
的 证 明 又 表明 

(1.4.3) 推论 卫 (,x,4) 是 一 个 G 过 程 的 充 要 条 件 是 引 理 

(1.4.1) 中 的 O 一 〈 RX. 

我 们 已 经 看 到 ， 这 个 推论 并 无 新 意 。 因 为 9 条 件 施 加 在 
Pt, x, A) 上 而 不 是 直接 施加 在 P( z, A) 上 。 下 述 结果 才 是 真 
正 有 意义 的 ， 因 为 此 时 9 条 件 直接 施加 在 G 对 上 。 

(1.4.4) 推论 使 用 (1.2.17) 的 假设 和 记号 。P (4, Xx, 4) 
是 9 过程 的 充 要 条 件 是 定理 (1.4,2) 的 条 件 G) 一 Gv) 及 

(v) 4 条 件 : lim ACAP Q, x, AEn) -ò (x, AE.) ] 

=q (x, AEn) ~ q(x) ò (x, AEn) 
AE8, n21 
同时 成 立 。 
üE 由 引 理 (1.4.1) ， 这 里 的 条 件 V 显然 是 满足 的 。 今 
设 所 设 条 件 成 立 。 则 由 定理 〈1.4,2) 知 存在 过 程 P(t, x, A). H 
它 导 出 一 对 函数 q (X) -q G, A) (XEE, AE 多 ) 。 WA, HRE 
HAE O) RIE 〈1.4.1) 的 证 明 立 知 : g =q (X), YE 卫 。 
而 且 ú i 
q(x, AEn) = q (x, AEn), XEE, AES, n21. 

若 命 

E,= {xEE: n- 1<q (x) <n) U(x,), n>1 
其 中 (xr) 如 (1.2.17) ， 则 上 述 结果 q(x) = q GO), x€E f 
证 了 可 =E。,n 之 1. R, H Faw) -qd (Xx,A) 是 q 对 及 引 
FB 《1.2.16) , q G+) 有 唯一 扩张 ， 且 
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q (x, A) =q(x, A), =€ E, A€ . 
特别 地 
lim (P (t,x, A) -è (z, A)) /t 
= q (x, A) — q GŠ (x, A) 
=q(x, A) -q(%)ò(x, A), LEE, AEF, 
这 表明 P(t, LADERA gH q (a) — q G, AD q 8 8, J 


$1.5 补充 与 注 记 


(1.5.1) ”对 于 本 书 经 常用 到 的 属于 Dynkin 的 单调 类 E 
E, TS FTE, ERA MX A C : p23, 定理 8 和 
p106. 定理 12。 有 时 候 ， 我 们 需要 较 广 的 函数 类 。 因 jk, P106 
定义 终 系 工 的 条 件 下 ) 可 以 换 成 

1). izcoc,CR, fis f€ L. Wf LAR, 或 者 cif, + 
e,f,€ Z, W| c,fi+ c,f,€ L. 

单调 类 定理 的 另 一 种 特殊 形式 是 

G.5.2) ÆW RKR L 满足 如 下 条 件 ， 

(iD LƏ(Ia AE8}; 

GD 工 对 锥 射 运算 封闭 。 即 若 cic,2>0, f, f,S L, Woef 
+of. €L, 

Gi) L 对 单调 增 极限 运算 封闭 。 即 o<f.€ L, fi fe 
2， 则 了 E 工 . 
BZ, L>4,. 

本 章 多 处 用 到 拉 氏 变换 的 唯一 性 定理 ， 它 的 一 般 形 式 是 

(1.5.3) 定理 Zot) (0<t<co) 是 Borel 可 测 函 数 ， 
对 每 1 之 0， 


+) 也 可 参考 Blumenthal and Getoor [11， 第 0 章 。 
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- 


(1.5.4) Je Wat=0. 


MJ g =0, a.e.t. 特别 地 ， 车 9 右 连 续 ( 左 连续 且 9(0)=0， 连 
#) ， 则 p=0。 
证 由 (1.5.4) 可 见 


Jerp wat=0, n=1,2,°" 
° 


命 S=e-+， 我 们 得 到 


(1.5.5) feyo ads =0, n>1, 


此 处 %(s) =p(-logs) (0<s<1) ， 它 在 [0,1] 上 可 积 。 命 
Z = 全 体 [0,1] 上 的 有 界 Borel 可 测 函数 


$ 


工 = 全 体 使 |f(s)%(s)ds=0 9 2 中 函数 了 


则 易 证 工 是 一 个 Y 系 .而 且 由 Weierstrass 定理 知 , 工 包含 一 切 
连续 函数 ， 从 而 由 单 调 类 定 理 知 工 > 2 。 特 别 地 ， 取 了 = 加 皇 
Wla visa m21, N) 


porn em(s)ds =0 . 
° 
x 


Amoo, 即 得 | 多 (9)ds = 0， 或 等 价 地 ，p =0， ae. 1 


这 个 证 明 取 自 Dynkin[1]p 26. 

定理 (1.1.3) 取 自 Kingman[2]，p160。 它 是 Le’vy-Aust 
in-Ornstein 定理 的 一 般 化 。 更 一 般 的 结果 (可 以 是 非 Polish 空 
ÑD m, Kingman[1]。 

对 于 马 链 ， 转 移 函 数 在 零点 的 可 微 性 最 早 由 Kolmogorov 
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[3] 得 到 。Kendall[3] 推广 到 一 般 状 态 空间 。 这 里 ， 我 们 参考 了 
王 梓 坤 L1]。 定 理 (1.2.2 部 分 地 取 自 胡 迪 鹤 [2]。 

31.3 WAREK ERA FER [113， 他 处 理 了 欧 氏 空间。 
其 背景 来 自 Austin [1] 和 Chung (AFW [1] 。 推 广 到 一 般 
状态 空间 的 可 能 性 是 由 于 引 理 〈1.3.12) ， 它 属于 郑 小 谷 、 刘 秀 
芳 [1] ， 这 里 ， 我 们 引进 内 正则 空间 的 概念 (1.3.10) 和 引 理 
(1.3.11) ， 结 果 更 为 清晰 。 对 于 含 瞬时 态 情形 ， 文 郑 、 刘 [1] 
的 结果 对 定理 〈1,3.40) 略 广 ， 但 依然 不 能 完全 包括 含 瞬 时 态 的 
马 链 。 因 此 ， 含 瞬时 态 的 跳 过 程 的 可 微 性 还 没有 解决 。 

ZE (1.4.2) RAHE [1] ， 对 于 马 链 情形 ， 引 进 拉 氏 
变换 技巧 主要 归功 于 Feller[3]，Reuter [1] 作 过 系统 的 研究 。 

《1.5.6) 注 “如果 使 用 关于 正则 条 件 概率 的 结果 ， 我 们 可 
以 直接 从 G.3.6) 得 到 (1.3.18) 所 述 的 修正 。 并 改进 (1.3.18) 
及 随后 的 结果 。 

WR, =[0, eo) ， 以 多 (R,) 表 R; 上 的 Borel o 代数 ， 以 4 
表 普通 的 Lebesgue 测度 。 假 定 我 们 已 给 r?，R; Xx 五 >R， 满 足 ， 
对 于 每 4€6, 7(',A) EZB(R,), 

0<r(t,A)<1, a.e.t; T(t,E)=1, a,e,t; 
rt, >, AD = DB) rt,A), a.e.t 

我 们 的 目的 是 要 构造 R, RıexE>R,, ## 
` RC, ,A)€ (R), AG; R(t,*) 为 8 上 的 概率 ，t 汪 0 

RE(*,A)=7(*,A), a.e.t, AES. 
为 此 ， 我 们 只 需 考 虑 t+E[0,1] 的 情形 . 以 下 记 儿 =Z( [0， 
1]) .假定 E8) 是 一 个 万 有 可 测 空间 (universal measurable 
space) ,我 们 可 构造 多 Xx 8 上 的 概率 测度 P, E 

PC4x A) = | r&,Adt, AES, AcE. 
并 取 =Z#xE.,. 我 们 注意 , ENEZ, PN) =0, 则 存在 AE€ Z, 
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8 N= Ax E B uA) =P(N) =0.8W3 +£ B€ #x 68, 我 们 可 定义 
RG,B) =P[B| SI(), H-a. e, 
为 了 得 到 也 的 正则 修正 〈 关 于 正则 条 件 概率 的 进 一 步 研究 见 马 
志明 ， 正 则 条 件 概率 存在 的 充 要 条 件 及 连续 性 与 离散 性 ， 将 发 表 
于 数学 学 报 ) ， 只 需 注 意 ([0,1]x 忆 ， 多 Xx 6) 也 是 万 有 可 测 空 
间 ， 故 及 有 正则 修正 ， 记 作 忌 。 今 取 
R(t,A)= RG,[0,11x 4),tE[0,1]，AEe。 
则 对 于 每 AC2 MAES, 


Rt, Aat 


= Í s Ra,r0,13x DAP 


=PL(Ax E) N[0,1]x A] 
=P(Ax A) 


=| ré, Adi, 


可 见 对 于 每 AE 6， 

R(*,A)=7(*,A), a,e,t. 
HIZAR 满足 所 需 的 条 件 。 

有 趣 的 是 ， 如 果 状 态 空间 是 万 有 可 测 空间 ， 则 每 一 个 马 氏 过 
程 必定 有 转移 概率 函数 〈 详 见 S. 了 .Kuznetsov ，Any Markov 
process in a Borel space has a transition function, Theory, 
Prob, Appl, , 25, 389—393 (1980)) 。 反 之 ， 由 于 Kolmo- 
goroy 扩张 定理 只 依赖 于 4 的 可 数 生成 性 质 及 正则 条件 概率 的 
存在 性 (参见 Stroock 和 Varadhan [1] 定理 〈1.1.10)) ， 对 于 
给 定 的 万 有 可 测 空间 (E，8) 上 的 转移 函数 ， 必 定 可 以 构造 出 
相应 的 马 氏 过 程 。 

实际 上 ， 为 使 所 述 的 尺 存在 ， 上 述 乘积 测度 P 和 正则 条 件 
概率 的 存在 性 都 是 必要 的 更 为 完整 的 讨论 见 笔者 的 新 作 [9] , 
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FIR q 过程 的 存在 性 
及 一 些 简单 构造 


本 章 先 介绍 一 类 算 子 方程 的 最 小 非 负 解 理论 。 它 是 贯穿 随后 
各 章 的 基本 工具 。 然 后 就 全 稳 定 情形 证 明 q 过 程 的 存在 定理 ， 
即 构造 最 小 4 过 程 。 我 们 也 将 研究 柯 氏 向 后 、 向 前 方程 ， 流 入 、 
流出 边界 。 并 给 出 唯一 性 的 若干 充分 条 件 。 最 后 ， 就 一 种 简单 情 
形 给 出 一 切 q 过 程 的 构造 。 

自 本 章 起 ， 所 讨论 的 q 对 和 q 过 程 ， 都 是 全 稳定 的 ， 以 后 不 
再 一 一 申明 。 





8$ 2.1 最 小 非 负 解 


我 们 用 已 表示 任 一 国定 的 非 空 集 A. f, g, h, e ARE 
义 在 上 取 值 于 R.=[0,+coJ 中 的 “函数 ”， 这 种 函 数 的 全 
体 记 作品 。 序 关系 是 指 逐 点 定义 的 。 例 如 f>, EN ELE 
卫 ，f(xz) 三 0。 显然 ， 多 对 于 非 负 系数 的 线性 组 合 运 算 封 闭 ， 因 
而 是 一 个 西 锥 。 我 们 用 A 表示 从 名 到 2 的 锥 射 《 即 与 非 负 系 
数 的 线性 组 合 运算 可 交换 ) ， 它 满足 如 下 基本 假设 

(2.1.1)  ZDfat f>Af t Af. 
并 以 x 表示 这 种 锥 射 的 全 体 。 

此 外 ， 我 们 还 假定 0+co = 0。 

(2.1.2) 定义 给 定 4AE. 妇 和 9gE 儿 。 称 了 为 方程 
(2.1.3) f(x) =(Af) (x) +g(X), XEE, 
的 最 小 非 负 解 (简称 最 小 解 ) ,倘若 了 "满足 上 式 ， 而 且 对 于 任何 
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满足 上 式 的 了 E 和 ， 都 有 

(2.1.4) FX)>f" L), z€E. 
这 种 性 质 称 为 f* 的 最 小 性 .。 

为 方便 ， 以 下 常 略 去 变 元 X% 不 写 

(2.1.5) 定理 方程 2.1.3 的 最 小 解 存在 且 唯 一 。 它 可 
用 如 下 方式 得 到 ， 命 

t | 6) y =0, F ati =Af% +g, n>0, 

则 f =lim fo, 而 且 极 限 是 单调 上 升 的 。 

证 显然 多 3f"m1， 故 极限 存在 ,利用 (2.1.1) ， 得 

f° =lim fat? = lim(4f +g) = =Af'+g 
从 而 六 是 一 个 解 。 今 侵 定 子 E 和 是 另 一 个 解 ， 则 由 于 J> po 
三 0， 

沙 了 fo ， 则 了 = 4 了 +g>hfm+g=jerb 可 见 F > ， 
wn 之 0。 当 然 就 有 了 >f*"。 显然， 若 有 两 个 解 满足 最 小 性 ， 则 它 
们 必定 重合 。 此 即 是 唯一 性 。 — 1 

今后 ,我 们 把 用 (2.1.0 AREH f 的 解法 称 为 典型 解法 。 

《2.1.7) 定义 Fi (2.1.3) 中 的 9=0， 则 称 该 方程 为 齐 次 
的 。 

(2.1.8) 推论 齐 次 方程 的 最 小 解 恒 为 零 。 5 

TH, 我 们 要 比较 最 小 解 之 间 的 序 关系 。 RA, AES, Ë 
NFEfEr, Af>Ãf, 我 们 就 i BASA, 

(2.1.9) 定义 ËA, ňe > üg, 9 Ep 满足 

A>A, >g 
则 方程 

(2.1.10) F>A F+ 9， fez 
称 为 方程 (2.1.3) 的 优 方 程 。 

(2.1.1) 比较 定理 ” 设 产 是 方程 (2.1.3) 的 最 小 解 ， 那 Z 
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对 于 方程 2.1.10) WEHT, RNE 
j>7". 

证 依 典 型 解法 ,只 需 利用 数学 归纳 法 证 明 f2f”, n>. 

定理 (2.1.5 表明: 对 于 每 一 个 固定 的 AE .x， 作 为 从 党 
到 自身 的 映射 g 一 f* 有 确切 的 意义 。 记 之 为 K4。 下 述 结果 是 十 
分 有 趣 的 。 

《2,1,12) 定理 K4 是 锥 射 。 如果 {ICZ g. 1 g€2, 
则 K4gn t Kag. 

证 利用 归纳 法 易 证 前 一 项 断言 。 男 一 方面 ,由 比较 定理 
(2.1.11)》 ZA Ka 是 保 序 的 ， 即 

Js QEZ, g,<g,—>Kug,<K4g,, 
我 们 已 经 有 
f°. = Af," + gx, 
两 边 令 n->oo， 便 知 了 =lim 了 "是 方程 2.1.3) 的 解 。 H BL 
HEA f =Kag>Kaga = 加" 对 每 一 个 n 成 立 ， 从 而 了 > 六 。 再 由 
六 的 最 小 性 立 得 
f° = f° =m Kagn, 1 

(2.1.13) 推论 设 G 是 任 一 有 限 或 可 列 集 ，{as; SEG}C 

R., WA 
K(X, asg) = >; asK 4gs:. 
SEG SEG 


证 当 G 为 有 限 集 时 ， 结 论 可 由 (2.1.12 的 第 一 项 断言 和 
数学 归纳 法 得 到 。 当 G 为 可 列 集 时 ， 结 论 可 由 有 限 集 情形 及 
(2.1.12) 的 第 二 项 断言 得 到 。 1 

下 述 定理 给 出 了 求 最 小 解 的 另 一 些 选 代 方 法 。 其 证 法 与 前 面 
类 似 ， 故 从 略 。 

(2.1.14) 定理 BCZ. @ 
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~ ~ ~ 
Dg, Í“*D=Af tgan, n21. 


gtg (相应 地 ， 立 g =9 )， 划 Kg =f =m FO (mast, 


Kg = DFe). 特别 地 ， 若 合 
了 =g, fen = Af 

W Kg = = ST". 

(2.1.15) 定理 设 了 是 方程 (2.1.3) 的 任 一 非 负 解 且 存 
E Hg p> E fpi, 则 f=f*. amao: is ata 
并 用 了 = 9 +g >D AR, MOF, n>, 

证 使 用 (2,1,6) 和 归纳 法 可 证 

(2.1.16) J%2f9, n>0; 

(2.1.17) pf*> f” + (p-1)F%, n>0. 
WR f'(x) =00, W (2.1.16) 知 limj (x) = =f*( 2), 


WES <o, MELIORI IDAS (a) <limf% (x) 


<m (x) <f* (x)。 从 而 也 有 lim 了 "(x) =f* Go, 后 一 项 断 
言 得 证 。 

征 证 前 一 项 断言 , 设 0< Fcp =F, 3 AT 
=Ajm +g (>1) 迭代。 由 后 一 项 断言 知 limo =f*。 然 而 ， 
AFTAR Qa. ， 从 而 对 于 每 n 之 1， 这 里 的 "= 子 。 族 
f- 1 

(2.1.18) 定理 如 果 0<inff*(x)<supf*(x)<oo， 那 
么 ， 相 应 的 齐 次 方程 

(2.1,19) f=Af, JEZ, 

有 一 个 有 界 非 负 解 ， 它 就 是 零 。 
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证 先 设 是 方程 (2.1.3) 的 任 一 有 界 非 负 解 。 则 存在 c< 
co 使 

c>sup T (e) >sup f° (x) >inf f° (x), 
从 而 ’ i 





于 是 由 定理 2.1.15) 知 了 = 了 。 
AE, RETE 2.1.19 的 任 一 有 界 非 负 解 ， 则 了 + f° 
是 方程 (2.1. 的 有 界 非 负 解 ， 从 而 由 前 段 所 证 了 +f* =f*。 
故 F =0 1 
(2.1,20) Æ 设 U(x,A) GCE, AE8) 是 (E, 2) E 
的 任 一 可 测 核 , 即 对 每 AE6, U(*,A)E8,, 而 对 每 XEE， 
U(x,*) 是 #8 上 的 测度 。 那么 ， 上 面 的 结 果 适 用 于 方程 
f(x) LER +g), “€E 
和 方程 
pA) = | aUcz, Ay + VA), AES. 


HAtg€2,, VA 6 上 的 测度 。 事实 上 ， 对 于 前 省 ， 条 件 (2.1.1) 
即 是 积分 的 单调 收敛 定理 ， 对 于 后 者 ， 引 理 (0.215) 和 定理 
41.5.2) 保证 了 条 件 〈2.1.1) 也 成 立 。 
在 目前 的 情况 下 ， 《2.1.13) 有 更 一 般 的 形式 。 这 就 是 
(2.1.21) 定理 设 忆 和 了 为 (E,6) 上 的 两 个 可 测 核 。 
O 如 对 每 4E 86，P(。,A4) 是 方程 
f= [UcD DTA, Tea, 
的 最 小 非 负 解 ， 那 么 ， 对 于 每 9€ 6,， [Pe dngn apa 


f= [uc anta + Jre,ango, fes, 
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的 最 小 非 负 解 。 
GD 如 果 对 于 每 XEE，Q@(X,*) 是 方程 
p= [odU +T, 9 为 测度 
的 最 小 非 负 解 ， 则 对 于 每 5 上 的 测度 V， 
[vanga nere 


p=|odDU w+ [Vantu ç 98 8 
的 最 小 非 负 解 。 | 
证 我 们 只 证 Q ， 因 为 的 证 法 类似 。 合 
Po( 4) =T(4)，4Ee， 


PHD, A) = [Uc anpe y, A +C, A), 


AE8, n>0. 
则 由 (2.1.20) 和 (2.1.5) 知 
P%* G, A) 1P(:, A), n—>co, AES. 
HJ 1,5.2)32 8, AF4 n2>0 和 XEE, P(x,*) 
为 6 上 的 测度 ， 而 且 


foc ango = freding 
feee canga 
= [Uc an fP” aao + [re aaa 
对 于 每 n 之 0 f g€, 成 立 。 今 固定 9E 6+， 并 命 
加 = [re aaa, 
pe» = [Uc dpi GD + [re,anoan, n>0, 


则 显然 有 
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f = jee IIU). 
若 设 
ja = feme aao, 
则 | 
jews fucata + [re aaa 


= fuc ,dy) fe» (gdz) gG) + fre dg) 


= [Pen ,dg . 
ATNI nao, # po = poc, dy)g an, Anco, h 


(2.1.20) ， (2.1.5) 和 (1.5.2) 立 知 所 述 断 言 成 立 。 
最 小 解 理 论 之 所 以 特别 适用 于 跳 过 程 ， 其 原因 R, 8k bt 
《准确 地 说 ， 最 小 跳 过 程 ) 的 轨道 是 阶梯 函数 ， 反 映 依次 的 每 一 
个 号 ， 即 是 最 小 解 的 和 迭代。 为 说 明 这 一 点 ， 我 们 给 出 两 个 初步 的 
应 用 。 
设 (Xa) 是 定义 在 概率 空间 (Q, S, P) L, 取 值 于 离 
散 状态 空间 五 的 离散 参数 马 链 ， 一 步 转移 概 306 BE 为 (Pin i, 
j€E) 。 记 
f? =PLEXasr Ajik =1,25 N-15 X. = j| X. = D, 
fu= >f. 
s= 
(2.1.22) 定理 ”对 每 固定 的 j，{fij: i€ E 3 
z = D Puaxht Pij 
的 最 小 解 。 特 别 地 ，j 是 常 返 的 当 且 仅 当 x; =1。 
证 AA aP =P= fe, gia =fo, MJ 





aD = BD Pur = OPa =f? 
ks ksi 


从 而 由 (2.1.14) ML? =fij。 了 
(2.1.23) 定理 记 
p= Dnj”. 
那么 ， 对 每 圈定 的 j，{Ji;:， iEE} 是 方程 
Xi= D Pax + fu 


kj 


的 最 小 解 。 特 别 地 ， 若 了 常 返 ， 则 j 为 正常 返 的 当 且 仅 当 Xj" 过 


e°, 
证 命 
ai = i€E, 
g =S Pay +f, n>1, i€E 
Ewi 
若 设 uO nfi, M 
Y = 了 Pi + fr 
之 afi f 


anfi fit = ntf. 
可 见 yP = nf, iCE, n>1. TEH (2.1.14) 得 


Xi = D, yP = 2 nf =i. 1 
En 


在 结束 本 节 的 时 候 ， 我 们 来 比较 一 下 最 小 解 与 通常 解 的 区 
别 。 当 然 ， 如 果 一 个 有 限 维 非 负 系 数 线性 方程 组 仅 有 一 个 非 负 
解 ， 则 它 必定 重合 于 最 小 解 。 然 而 ， 方 程 
#=x 
在 通常 意义 下 有 无 穷 多 个 非 负 解 ， 但 最 小 解 x*" =0。 可 是 ， 方 程 
X=X+1 


在 常 义 下 无 非 负 解 , Bx = co。 
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$2.2 柯 氏 向 后 ”向 前 方程 
和 最 小 q 过 程 


本 节 将 研究 柯 氏 向 后 、 向 前 方程 及 其 等 价 形式 。 作 为 这 些 方 
程 的 最 小 解 ， 我 们 得 到 最 小 9 过 程 。 从 而 证 明了 9 过 程 的 存在 
定理 。 

下 述 两 个 方程 : 

(B) P(t,x,A)= eco (x, du) Ps, Y, A)ds 


+8(%, Aea, 
t>0, xEE, A€ 2, 
(F) P(t, x,A)= f (Pcs, x,a faw dz)e-™"»“-1)ds 
+ (zx, Ajet, 
t>0, xEE, AEs. 
有 着 重要 的 概率 意义 。 如 果 一 个 晃 过 程 “ 存 在 第 一 个 断 点 是 晃 跃 
点 ”， 则 它 必定 满足 方程 (B)， 如 果 一 个 跳 过 程 “在 固定 的 二 之 
前 ， 有 最 后 一 断 点 为 跳跃 点 ”， 则 它 必定 满足 方程 (F) 。 (参见 
王 梓 坤 [1]， 第 六 章 ) 。 下 面 研 究 其 拉 氏 变换 形式 ， 
(B) PO,z,A) -| Pay, A+ SA, 


AH+GQCZ)“ 
1>0, xEE, AEs., 


GD Pú, A= [Paway | E+ 


i>0, xEE, AGE. 
(2.2.1) 定理 (B) 等 价 于 (B,)) 。(F) 一 之 (下)， 反之 , # 

(FE 成 立 ， 则 对 于 几乎 所 有 的 t，(F) 也 成 立 。 
证 iqi Ptt, x, A) WeB). 固定 XEE 和 AE8。 由 
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于 (DB) 的 两 边 各 项 都 是 上 的 有 界 连 续 函数 ， 从 而 可 取 拉 氏 变换 ， 
PA, x, A) = | evPtbz A)dt 


DAJ 
= Feratf'e-mu-v ace, dD Ps,y, Ads 
. ° 
+8(x, A)/(1+ q(G)) 
= faced erps,y, Ayas [aoa eat 
° 


°. 
+Š(z,A)/(Q + q(x)) 


= [q (z, dy) d(x, A) 
-KEW poya “和 4G9 ° 


此 即 是 (B) 。 
反之 ， 设 9 过 程 P(4,x,4) 满 足 (B) 。 由 定理 (1.4.2) ， 
它 唯一 决定 一 个 P(t, x, 4) ， 使 得 


PU, x, A) = | cup, Mdt, 1>0,xEE, AG. 
J 
反 转 上 述 证 明 ， 由 (BO 得 到 
上 epdm Aydt 
° 








= Feu] Kawsa kd lace, dy) P (s, Y, A)ds 


+ b, Aen at, 


易 见 受 变 换 的 各 个 函数 关于 ARES, AT hi REE 
性 定理 (1,5,3〉 知 (B) RX. 

(F) => (FV KJ WEB 5 (B) => (B) 的 证 明 类 似 。 对 于 逆 命 
题 的 证 明 ， 央 为 我 们 只 知道 

| (s, x, dy) | aw, dz)ye-gt2a-nds, 
关于 上 的 Borel 可 测 性 ， 因 此 ， 由 定理 〈1.5.3) ， 我 们 只 能 得 到 
几乎 处 处 的 等 式 (F) (参考 (2.7.1)) 。 
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(2.2.2) 定义 K (B) 和 B) (相应 地 ，(F) 和 (F,)) 
为 柯 氏 向 后 〈 相 应 地 ， 向 前 ) JE. 

(2.2.3) 定理 每 一 个 g 过 程 了 (4,x, A) 满足 柯 氏 向 后 不 
等 式 ， 


q(x, dy) Š (xz, A) 
P, z, A) > fg Pà, yY, A) ETON 


1>0, xEE, AE8,. 
证 $ Fns (x:n<q(z)<n+1), n20, W (F,) cR 


B2F,= 已 。 由 预 解 方程 可 见 
n"... 
-uP(u,x,A)+uP(u,zx, ( x) )2P (A, x, A) 
+ | Panz, dD PQ, Y, A) 


+u- uP(u, x, {x))P (1, x, A) 


z |P, my dW PO, y, A), 
但 
0< 1im [ apt PUE dip 2P OY, A) 
< lim uP (u, z, E-(z)) = 0, 
从 而 


— d(x, A) +AP (4, Xx, A) +q a P A, x, A) 
= imf eP, dy) P (h, Y, A) 


>Dlim| npt Pb x, dP Y, A 


neg” 


=> f, q(x, dy) P Q, Y, A) 


= |q, dp Py, A). 
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倒数 第 二 步 用 到 了 定理 〈1.2.24) 。 1 
对 偶 地 ， 我 们 有 
《2.2.4) 定理 每 一 个 9 IT PU, x, 4) 满 足 柯 氏 向 前 不 
等 式 ， 


q(u,dz) , d(x,A) 
Pas, > |Pa,za |, In e A, 


1>0, xEE, AG. 
证 取 Fs= {XEE q) <n}, WI(F,)C 2 BF, E, H 
预 解 方程 知 
2p ,dD uP y, A) 








= [Pa x, datuP y, A —8(Yy, A)] + uP (u, z, A), 


但 若 JE A, WJ 
0 和 AL1- uP (u, Y, AISHI - uP (u, Y, {9}], 
从 而 ， 对 于 每 AE enF,, n>1 
AP QA, x, A) = imi [Pa x, dip uP (u, Y, A) 
> Jim p G, x, dy) n[uP (u, Y, A) - 1] 
+ Enf ga Cs z, dY [PP (u, Y, A)1+ Š (x, A) 


>|, Pax, dy)q (g, A) + | Paz, dy) (q(y, A) - q(y)) 
+ò(x, A) 
= [Pox ap q, A) -40d A) + 3x, A), 


Bp 
fe (sX, dY) Q + q(Y))Ò (u, A) 


>[Pa, x, dqu, A + 30x, A, AESN P,,n>1, 
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对 每 AE8， H ANFs 代入 上 式 ， 再 命 %-*co， 便 知 上 式 对 一 切 
AC2 成 立 最 后 , 视 上 式 的 两 边 为 关于 AKNE, 由 定理 (1,5。2) 
立 知 ， 对 于 一 切 了 E16:， 我 们 有 


fea, x, dy) Q+ qly))IY) 


>|Pa, zan jamaat tw, 


特别 地 , 取 了 = 5(,4)/(4+ g(*))， 便 得 柯 氏 向 前 不 等 式 。】 

现在 ， 我 们 可 以 证 明 q 过 程 理 论 的 第 一 个 基本 定理 一 - 存 
在 定理 。 

(2.2.5) 定理 q 过 程 总 存在 。 详 言 之 , 方程 (B) 的 最 
小 解 P= (1, xz, 4) 就 是 一 个 9 过 程 .而 且 是 最 小 的 ， 若 P(4,%， 
有 A) 是 任 一 q 过 程 ， 则 对 每 4 和 >0, XEE 和 AE8, POU, X, A) > 
Pain (4,X, 4) 。 此 外 ， (BO) 和“〈F,) ， 同 样 地 ， 〈B) 和 (PA 
相同 的 最 小 解 。 前 者 是 后 者 的 拉 氏 变换 。 后 者 也 是 在 类 似 意义 下 
的 最 小 9 过程。 

HE (ajiki Pai Q, z, 4) 是 一 4 过程。 

对 每 4>0 和 AE8， 命 

P(A, + ,A)=0, 


(n+ 1) ° q( ° sdy) p (°, A) 
peoa, aA = [Kopo aya Cas 


n=l, 
则 由 定理 (2.1.5) 知 
Paia(1,。,4) = limP™ (4, + , A) 
对 4 使 用 归纳 法 ， 立 知 每 pO Q, - , A WE PL BJP £: M 范 条 
件 ， 从 而 P= Q, + , 4) 亦 然 。 完 全 一 样 地 ， 我 们 可 证 。 对 于 每 
4>>0 和 YE 了 ，Pania(1,x,，) 是 2 上 的 测度 。 另 一 方面 ， 由 于 
Paia(4,。, A) WEB), AM 
| AP=ia (4, z, A) - 8 (z, A)I 
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= KOP ,x, A) — [q z, dy) P= Q, g, A)| 


<a + ja, E < qao, 1>, 
进而 
ALAPaia (4, z, A) ~ 8 (z, A) J 
= faca 1P=in (4, yY, A) — q(x) A P=" (4, Y, A) 
== he, dy)ò (g, A) — q(x) dx, A) 
=q(x, A) -q (%)ò (x, A), x€E, AEF, 
这 样 ， 连 续 性 条 件 和 9 条 件 都 满足 。 剩 下 的 只 需 验 证 预 解 条 件 。 
事实 上 ， 我 们 将 证 明 更 强 的 结果 ，_ 
(2.2.6) P® (A,x, A) -P™® (u, £, A) 
= -DX | Poa, x, dy P- uy, A, 


nk 
h u>0, AE8, n>1, 
此 处 


(+. ,4) 
DA, ° MEAT 
P” (A, + , A) Trace)® 


Zawa.. A = [q sd G. 
RLD Pewa, eA) -fimp Ay, A) n>. 
因为 由 定理 (2.1.14) 知 ，Paia( e, 4) = DPA, e, A). F 
是 若 (2。2.6) 成 立 ,两 边 对 2 求 和 即 得 预 解 方程 ,为 证 (2.2.6) ,首先 


注意 , 当 %= 1 时, (2,2,6) 的 两 边 均 为 6(X,A) (u - 1) / (Q+ g(x)) 
x (4+ q(xX)). 设 (2.2.6) 对 nn--1 已 真 ， 那么 ， 由 


(2-2) x |o a, x, dD P=- (u, g, A) 


ke 
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ë Qa p [Pa,z, dp P "psy, A 
q(x, dy) S o (mk) 
+u- oD jpe Pq, dz) P= (p, z, A) 
= (u— D) Pt (u, x, A) / Q+ q()) 


[pew dy) Pi PE- (A, y, A) - De- (u, A)3 


= Dw u=- 4 SOE, We an Ñ 
PU Q Ay E (=a Ir) 


x | q(x, dy) Pe-o (HY, A). 
= P a,x, A) -Bo (u, 2, A), 
(RIE P= (4, xz, +) EED J k 88. IE (2.2.7) 中 的 
记号 。 再 令 


Pran 小半 


Peso Q, x, +) = 二 "ww ap | q(u,dz) n>1, 


。 4+4)’ 
若 能 证 明 
(2.2.8) Ew,x,A) = Bm,x,A), 1>0, x*EE, 
AE8, n21. 


EDET 的 最 小 解 是 "(4, z, 。) ， 我 们 将 得 到 所 需 的 
结论 。 
当 2=1 时 ，(2.2.8) 式 平凡 。 当 ?2=2 时 ， 


Poa, x, A) = R q(x, dy) , òy, A) 
A+q(x) A+g(y) 

= 1 q(x, dy) 
A+q(x) )4À+ q(u) ° 


= b (z, dy) | q (g, dz) 
(2) š 4 
P® Q, x, A) pew PETI 
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= 1 J aa qo) 
¿+q(x)J4¿+q() ° 


(2.2.9 也 成 立 。 今 设 此 式 对 于 -1 和 成 立 。 那么 ， 由 单 
调 类 定理 得 


pus =- [Pe q(u,dz) 
Pesoa,z, A= |P a, ayp | 82.42 





Pod, x, dy) | gu ga 


l=) qy, dz) 
meN Jae, P E "a,u dy ) | g2 


aedu ( (Jee, ü; a| q (gu, dz) ) 











À+q(z) 44+9(2) 
adw ( aen y, dz) 
- (fF Ust a| 8222 ) 
= Ja Pa, u, A) 
A+ q (x: 
= Je s Pe Q,u, A) 
14 + q( 


= Pamoa, x, A), 
可 见 (2,2,8) 对 一 切 n 成立。 
(c) 试 证 最 小 性 。 
由 于 每 一 q 过 程 满足 柯 氏 向 后 不 等 式 ， 它 是 方程 〈B,) 的 优 
方程 。 故 由 比较 定理 (2,1.11) 立 得 最 小 性 、 
(d) 试 证 Pai Q, z, A 是 方程 (B) 的 最 小 解 的 拉 氏 变换 。 
首先 ， 
[ape t,x, Aydt= 0= PQ, x, A), 12>0,z € E, 
Acs. 
车 设 
Kaza t,x, A dt = PQ, x, A), 
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4>0, xEE, AESé, 
MELPO, A) 关 于 t 连 续 ,，P" (t,x, EE) <1, t>0, XEE. 
那么 
Pest, x, A) = emern ae, dy Pp"(s,y, A)ds 
+ d(x, Aye. 
也 具有 同样 的 性 质 ， 另 一 方面 


中 Š (z, A) 
Kpa = i 
Fe P+ (t,x, A)dt ETTE) 





+ fe- asanget | rma (x, dy) P™ (s, yY, A)ds 
° o 


= Òx, A) (q(x,dy) po 
 A¿+qG) + | P Q, A) 
=P (A,x, A), 1>0, z€ E, AES. 
因此 ， 


[epo t,x, A) dt= P™ Q, x, A), 
. 





1>0, z€E, AG€#, n>0 
令 n-> 吕 ， 由 单调 收敛 定理 即 知 
[upas (t, x, A) dt = P=ix (4, x, A) 
. 


4>0, XEE, A6€ 2. 
(e) ANE Pei Q, x, A) 是 方程 (F) 的 最 小 解 的 拉 氏 变换 。 
为 此 ， 只 需 证 明 方程 (B) 和 (F) 有 相同 的 最 小 解 ， 命 


P (t, z, A) = b (x, Aye-a t, 
Pes (t, z, A) = | (z, dip P” (s, y, A) ds, 
0 


n21 
和 
Bvt, x, A) = 8(X, A) et, 





P t,x, A) = [as [Pe (s, x, dy) ja (y, dz) 


xeta» n21, 
与 (b) 的 证 法 一 样 ， 只 需 验 证 _ 
(2.2.9) P"(t, x, A) =Po (t,x, A), 
t>0, XEE, A€#, n21. 
当 n=1 时 ， 此 式 平凡 。 当 %= 2 时， 


po t, x£, A) = feel dip Š y, A) e": ds 
r2 fa w, dy) ezar ae9-aesds 
= -at 
js iian ot a 


eot -ds)t 


q(x, dy) FORTOJ 


u | awg an 
而 EP? (t, x, A) = fas Jsaapesse [a y, dz) eat-s) 
= ja e dy) 人 roas 
= 一 at 
|; qu maani (x, dyte 
eto 一 etot 
q(x) -q y) ° 
可 见 ， 当 ?=2 时 (2.2.9 FA, 今 设 此 式 对 于 n-1 和 % 成 
立 。 那么 ， 由 单调 类 定理 知 


Peng, x, A) = f'as[ Pe (s, x, dy) ja @, dzye at- 


q(x, dy) 


xj 
Atv: aygan 


= fasf Pow (s, x, dy) fa (y dz)e sts 


= f'as|( f aues a dw p” (u, W, ay) ) 
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x Ja (y, dz)e-a 2t» 
t ~ 
=| du eat" fa (z, dw) [Pera w,dy) [a (y, dz) 
0 - 
t 
x [c ees=atpu-nds 
= |'au fac, dw |P» u, wdy 
-0 


-g(t-u) (t— 
k [e saa qy, dz) e~? (t-u) 


emuo es] 


qY, dz) 0 


| 

Aczíiq(z)wq(z)) 

另 一 方面 ， 
PerD(tx, A) 


= J enn fa dy Pe (s,z, A) ds 
° 
= fasez: fac, dw) [duf Pe» Gu, w, dy) 
° -0 
-ql(z)(s—u) 
x la (y, dz)e-q 
= faufaa, dw [Pe uw, apf a (y, dz) 
0 
x [ eeoeroreaerods 
= Jasa, dew [Ben aa, dy) 
° 
a-u) (t — 
x iW dz)e t-u) I 
a dz) | 


E Juras q(x) -q (2) š 


这 便 证 明 (2.2.9) 。 
D RE, HFP (t,z, 4) 基于 了 连续 (因为 满足 GB, 
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因而 由 拉 氏 变换 的 唯一 性 定理 和 推论 (1.4.3) 知 Pei (t, x, A) 是 
一 个 g 过 程 .为 证 最 小 性 ， 设 P(t, Xx, A) 是 任 一 q 过 程 ,以 下 固定 
tm A, B+ P(,x, A) — Pais (t, z, 4) 关于 二 有 界 连续 ， 而 且 


ee x, A) -Pai ($, x, A))dt20, 1>0, 


由 此 可 证 上 式 左 方 是 4>0 的 完全 单调 函数 ， 然后 可 由 完全 单 调 
函数 的 性 质 导出 

P(t,z, A) >P=ix (t,x, A), t>0,% CE, A€ # 
详 见 (2.7.10) 。 


8$ 2.3 唯一 性 的 若干 充分 条 件 


在 解决 了 存在 性 问题 之 后 ， 自 然 关心 唯一 性 问题 。 即 何 时 一 
个 给 定 的 q 对 完全 决定 gq 过 程 。 一 般 的 唯一 性 准则 是 相 当 困 难 
的 ， 我 们 将 在 下 一 章 研究 。 本 节 给 出 唯一 性 的 若干 充分 条 件 。 在 
许多 情况 下 ， 这 些 条 件 是 很 有 效 的 。 
本 节 假 定 q 对 保守 。 
(2.3.1) 定理 RER PEs pa) qa), LEENT 
述 条 件 都 是 9 过 程 唯一 的 充分 条 件 : 
2.3.2) 存在 常数 c ER ， 使 
Jae, dp < (et ac) pee), xEE, 
(2.3.3) ”存在 和 >>0 使 
feasa, z, dyypy) <o, xEE; 
(2.3.4) FS t20 #i xEE, 
| Pant, z, dpo <o, 
证 我 们 先 证 CG.3.2)=> 2.3.3) >q 过 程 唯一 。 
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(2.3.2)=> (2.3.3) : 由 定理 (2.2.5) 和 定理 (2,1.21) 
O 知 ,对 每 人 >0， [Pa ,dy)p(y) 是 方程 
(ady) o) 
t-f TORATI TES 
的 最 小 解 。 但 由 2.3.) A, RE )>c, RE 


g >f. py) 9 
A-C J X+q 和 -ec T A= 


于 是 ， 由 比较 定理 (2.1.1) 知 ， 只 要 1>cV0， 就 有 
f pana, aoa < A <o. 
(2.3.3) 之 唯一 性 ， 使 用 向 前 方程 


sos -| P0, an], QAD , aan 


两 边 视 为 关于 入 的 测度 ， 由 单调 类 定理 立 得 


[Paz anta = | pesa, z a| PEF 














À)>0, z€E, JES. 
特别 地 ， 取 入 = 和 。， 了 = 和 + 9(。)， 便 得 
Jo, + aa p=, tdy) 


= | Pain(Ao x, Ady) q(Y) + 1, XEE, 
从 而 由 所 设 条 件 知 

M Pmin (Mo, z, E) =1, x€ E, 
由 此 可 推出 

AP=i"(ÀA, x, E) =1, x€ E 


对 一 切 420 成立。 这 一 事实 我 们 将 留 到 后 面 去 证 明 ( 见 (2.5。 
16) 。 既 然 最 小 g 过 程 不 断 ， 当 然 q 过 程 唯一 。 


?7 





其 次 ， 我 们 证 明 (2.3.2) 之 (2.3.4) 僵 唯一 性 。 想 法 是 类 似 
的 ， 只 是 用 非 拉 氏 变 换 形式 。 
(2.3.2) > (2.3.4) : i (2.3.2》 成 立 ， 则 


(C+q(X))p (a) ets > |a, dy) p (u) etts 
XEE, s>0, 
从 而 
(Xx) Ceset- 17 >|! [ace awe Determds 


或 

p(x) et> f 人 eatpereeoeopdperds + q(x) eet, 

t=0, xEE, 

另 一 方面 ， 由 定理 (2.2.5) 和 定理 (2.1.21) 知 ， 对 每 t>0， 
femra, ,dp (wD 是 方程 

f =f eroe» | ac, df Ddst pet» 
的 最 小 解 。 综 合 上 面 两 个 事实 ， 并 使 用 比较 定理 ， 便 得 

| Pain (t, x, dyp (Y) <P (a) est<co, 
t>0, x€ E, 

此 即 是 (2.3.4) 。 

(2.3.4) 之 唯一 性 。 使 用 向 前 方程 《参见 (2.2.5) ) + 


Pait (t, x, A) =| ds| P=" c, x,dy) | aqa" 


+ ó (x, A)e- att, 
由 保守 性 和 定理 (1.2.25 ， 得 


GdPei (t, x, E) _ [pais 
APGE past, z, dy) qty) 
一 J'as [p= (s, z, an | q(u,dz)q(z) ede 

a J 
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= ql) eta 


= fa 2) [p (£, z, dz) — ô (x, dz) e7 


- ['as[P=e s, x ape eee ], 


对 于 几乎 所 有 的 t (例外 集 依赖 于 x) 成 立 。 再 一 次 使 用 向 前 方 
程 ， 便 得 


dP=i* (t, x, E) _ 
dt 


然而 ， 由 定理 〈1.2.25) 知 左 方 连续 ， 故 上 式 永远 成 立 ， 于 是 
Pain (t, z, E) = const = P=in(0,z, E) =1, 
x€ E. 
因此 ， 由 Paic, æ, A) 的 最 小 性 即 知 q 过 程 唯一 。 1 
(2.3.5) 定义 称 q 对 q(x) -q(x,A) 是 有 界 的 ， 如 果 
sup q) <o, 
(2.3.6) 推论 ') 若 q(x) -q (z, A) 是 保守 有 界 q 对 ， 则 
q 过 程 唯一 。 即 最 小 q 过 程 不 断 。 
证 取 c=0， p=M =sup qx), RAE R (2.3.2) 
满足 ， 
(2.3.7) EO {En CEM PEs 满足 
(2.3.8) E,!E, sup q(x) <co, lim m£ $G) =e 
依 惯例 ，inf$ = co, 如 果 存 在 常数 c€R, 使 
G2.3.9) fadno <eraapa), z€E 


RZ, W q 过 程 唯 一 ，。 
证 由 于 当 %n t, int Pw) 上， 极限 总 存在 。 证 明 的 想法 


a.e.t, 





。) 此 结论 对 于 非 保守 傅 形 世 


°°) 另 一 证 法 见 (3.2.6) 。 


M (3.2.4) 。 
评注 和 推论 见 〈3.5.1) 和 (3.5.2) 。 
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是 用 有 界 9 过程 逼 近 ， 命 

qn (X, dy) =Iz, (X)q(x,dy), x€ E, n>1, 
qn (X) =q,(z,E), XEE, n>1, 

则 a(x) — q, (xz, A) 每 固定 的 n>1 是 有 界 保守 9 W. H Pa, 
X,4) R Hax) -Ial A) 所 决定 的 9 过 程 ， 显 然 ， 若 以 
2 一 CV0 和 q, (2) - q, (z, A) 分 别 代替 (2.3.9) rh ñj c n q(2) 
一 q(x, A) ， 则 该 式 仍然 成 立 。 于 是 ， 按 照 前 一 定理 证 明 的 第 一 
步 ， 我 们 知道 


[Pde <2 


另 一 方面 ， 当 XE Es 时 ， 


min š q(x, dY) pain 6 (x, En) 
P Osx, En) = [JE p ayy Eo + iE 


C2.3.10) f 


2 , XEE, A>C,, n>1, 











- Í Sa (X, dY) puin 6 (z, En) 
-| ¿rq aQ P b E) +T Gn 


T x€ E, B, EA 


i qa (x, dY) pai ó (x, En) 
min > = min 局 -用 9 
P sa En >0 = [ERI p Ory, En + EEn, 


因而 ， 不 论 何 种 情况 ， 我 们 均 有 


iw Qa (X, dY) pais ó (z, En) 
Pai m Ed >f EP (bh E) + SEED, 


1>0, xEE, n21, 

于 是 ， 由 推论 (2.3.6) 、 定 理 (2.2.5) 和 比较 定理 立 得 
P= (4, x, En) >Pn A, X, En), 220, x€ E, n>1., 
由 此 及 开头 所 证 的 事实 ， 得 
APain (4, xz, En) >APn Q, z, En) 
=1- P, (4, x, ES) 
21-4eG0)/(inf p2) Q-c.)), i>e, XEE. 

由 上 式 得 j 
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Paia (À, z, E) = lim4P=ia (4, z, En) 
>1-lim [ip /dn 9 (2) (1 c.) 
=1, 1>c,. ; 
由 此 可 见 最 小 9 过 程 不 断 (参见 〈2.5.16)》 ， 从 而 9 过 程 唯一 。 
1 
平行 地 ， 我 们 也 可 以 用 非 拉 氏 变换 形式 证 明定 理 (2.3.7). 
(2.3,11) Æ 条 件 (2.3.2) 是 为 保证 (2.3.3) 和 (2.3.4) 
而 引进 的 ， 它 比较 易于 检查 ， 因 而 十 分 有 趣 ， 如 果 只 关心 条 
fF (2.3.2) 蕴涵 唯一 性 ， 那 么 ， 只 需 注意 它 蕴 涵 〈2.3.7) 的 假 
设 便 已 足够 。 为 此 ， 取 Es = {XEE， q(x) <n), HERRERO 
和 常数 c。 下面 的 例子 表明 ， 条 件 (2.3.2 确实 比 (2.3.7) 的 
假设 强 。 
(2.3.12) 例 取 忆 ={1,2,…}。 设 {qi, qs，…} 是 全 体 素数 
从 小 到 大 的 排列 。 命 
Qiiti= qi, EE; dr=0， j=i, i+1, 
则 Q = (95) 是 一 个 纯 生 的 Q 和 矩阵。 
先 证 这 个 @ 矩阵 满足 (2.3。7) 的 假设 。 取 c=1，pi=1， 


iei 


v= Ti(1+ 2), 2, mF Hü +) 与 于 1gr nu g 


散 ， 可 见 lim g:=oo。 取 En={1,2,…,R}， 由 9: 的 单调 增 性 质 
易 见 《2,3.7) 的 假设 满足 ， 从 而 @ 过 程 唯一 

往 证 条 件 (2,3.2) 不 成 立 。 事 实 上 ， 我 们 将 证 明 (2,3.3) 
不 成 立 。 由 方程 (B) 容易 解 出 , 


Pal) =0, k<i, pi) =- 


¿+q? 





gi- j>i 


IE 
Br = tig) Ora’ 


于 是 





2; Pu) -> rg ra => 
由 于 
lim j(-& 


ieo Qi 








-1)=4lim Í =o, 4>0. 


i*= Qj+1 


可 见 上 述 级 数 对 于 一 切 120 发散， 故 条 件 (2.3.3) KWE. J 


$2.4 q 划分 和 9 条件 


本 节 先 引进 q 划分 的 概念 , 它 只 依赖 于 给 定 的 9 对 而 与 9 过 
程 的 表现 形式 无 关 。 然 后 讨论 相应 的 q 条 件 。 
(2.4.1) 引 理 对 每 AG, inf Ps=i Q, z, E)2>0, W 3 
加 (之 0) 成 立 当 且 仅 当 它 对 一 切 4(>>0) 成 立 。 
证 只 需 证 明 必 要 性 。 设 120 满足 假设 条 件 ， 由 预 解 方 程 
Puis (A, z, E) = Phin (À, z, E) + =A (Paine, x, dy) 


“Pais (4,, Y, E) 
知 ， 
inf Pais Q, x, E) >inf Pais(h,, z, E) > 0. 

另 一 Sii 若 命 

(2.4.2) ZQ(L,x)=1-4Paúa sQ, x, E), 120, z€E, 
则 由 预 解 方程 立 知 

(2.4.3) ZQ(,2)— Z(u,%) + (À — n) jpPm Q, x, dy) z(u, 

y) =0 

RE, SAA, ZA, x) 4 ， 或 即 4Pmia(4, x, E) 《4 。 特别 地 ， 当 


inf Pain(l z, E) > inf Pain (ip x, E) >0, Y 
EA H zeA 


(2.4.4) 定义 给 定 q 对 g(x) -qaa A, 一 个 E8) 上 
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的 可 漠 划 分 {En)3 称 为 《关于 此 q 对 的 ) q 划分 ， 倘 若 
sup q(x) <co， 1 二 1， 
fB ` 
inf P=ia (4, x, E) >0, n>1, 4>0, 
(2.4.5) Æ 固定 io>0， 取 
En (4) =(z=€E; n-1<q()<n, @+1)"'< 
<A@P=ins (ho, z, E) <m-') 
则 由 (2.4.1) H, {Enn}m n 是 一 个 q 划分 。 
自 此 以 后 ， 我 们 恒 假定 {En}3 是 一 个 选 定 的 g 划分 。 
(2.4.6) 定理 Pute PA, x, A) K q 过 程 的 充 要 条 件 中 
lim AAP Q, z, A) — ô (x, A)] =q (x, A) — qg) 14(%) , 
XEE, AEEN En, n>1, 
此 条 件 也 称 为 q 条件。 
证 与 推论 (1,4.4) 的 证 法 类 似 。 
(2.4. 定理 对 每 n 宇 1， 定 义 两 个 方程 如 次 : 
(BO [Carai dy -qc dp IPA, y, A 
=6(x,A), 14>0, XECE, AEENE,. 
Go [Parda giy A -quA 


=ô(x,A), 14>0, EE, ACEN En. 
WA, (B) 成 立 当 且 仅 当 (B) 对 于 每 ?二 1 成 立 。 同 FPE Ho, 
(F) 成 立 当 且 仅 当 (F, 对 于 每 ?二 1 成 立 。 
证 ”我们 只 证 后 一 断言 。 前 一 断言 类 似 可 证 。 易 见 (CF. 对 
于 一 切 n> 成 立 的 充 要 条 件 是 


JPa,x dp Q. +q0D))ó(G, A) 





=|PA, zdana, A +6(x, A), 
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\>0, LEE, AES. 

将 此 式 两 边 视 作 关于 和 A 的 测度 ， 并 对 64。，, 及 )/ (0+ ql*)) 取 积 
分 ， 便 得 (F) 。 RZ, 3 (F) 成 立 ， 则 视 CF) 两 边 为 关于 
AHNE, HCAM (1+g(*)) 取 积分 ， 即 得 上 式 ， 1 

(2.4.8) 定理 设 卫 (OA,x, A) 满足 引 理 (1,4.1) 的 条 件 
G). Gb #f GD. WRATTEN, (B, 都 成 立 ， 或 者 
对 于 每 >1， (F) 都 成 立 ， 则 了 (4,X, A) 是 9 过 程 ， 换 言 Z, 
在 条 件 G) — Gi) 之 下 ， 只 要 (B) R F) 之 一 成 立 ， 则 它 
就 是 9 过 程 。 

证 首先 注意 ， 在 定理 (2.2.5) 的 证 明 (a) 中 ， 为 验证 连 
续 条 件 和 q 条 件 ， 我 们 只 用 到 方程 Bd) 。 因此 ， 只 要 (B) 成 
立 , 则 (1.4.1) 中 的 条 件 Gv) 和 〈v) 也 满足 。 然 后 由 (1.4.2)、 
G.4.3) MPA, z, A) 是 一 4 过程。 

往 证 ， 若 对 每 hn， CF) 成 立 ， 则 了 (wx, A) 是 9 过 程 。 


+ Gs= 如 Eh, 则 G,tE。 BA, WENS, HUO, 代替 En 


M] (F) 依然 成 立 ， 且 易 见 
ssp q(x) <o, 
任 给 XEE， 取 4 使 XEG,。 由 方程 (Fs) 可 见 
APA, x, {x}) =1+ [Pa da, {x) 
—P(h,x, (x) >1-q(a)/4, 
从 而 有 
lim APA, x, (x)) =1。 
更 有 
lim AP 4, x, A) < lim [1 - IP 0, >, {x)]=0, 
xA. 
从 而 连续 条 件 满足 。 下 面 证 明 q 条件， 
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首先 ， 由 方程 Fa M, HEAD, z€E A€anG,, 
[Paz dyagu, A <o, 
其 次 ， 由 预 解 方程 知 
fpa, x, dy) q0, A) + [Pusz dy [ Pa, y, dzya (Z, A) 


= [Po dy ay, A + |P u, xa [Payda az, A. 


男 一 方面 ， 对 每 XEEB 和 AE6,P(,x,A) 是 4 的 减 函 数 ， 因 
此 ， 当 4 和 >>0 时 ， 


[Pax daty, A 


<Í. PQ, x, dy)q(y, A) + | (4o X dY) qY, A). 
先 令 i>, KF n>, B44 
lim [Paz dag, Æ =0。 
类 似 地 可 证 
lim pfP o, za [PU, Yds) gz, A =0. 
这 样 ， 我 们 便 得 到 
(2.4.9) [Ponz anaq, A 


-im Pa, ap [4p ,9, dn) qde, A, 


u>0, z=€E, AG2ñE,, nèl. 
特别 地 ， 


=> PG, edgy A 
>>P( x, (x)) lim 4 Jpa,z,aaq, A š 
由 于 Pu, x, {z}) >0， 这 表明 
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G.4.10 Tm [iPA w dyg, A <ç, 
XEE, AC2ñE,, n>1, 
注意 已 证 的 连续 条 件 ， lim AP (4, x, A) =ô (x, A) (XEE, AES), 
由 定理 (1.2,24) . Gv) 和 (2.4.9) 得 
(2.4.11) lim [PA s dpa, >ae A), 
z€E, AESNE,, n>1. 
再 用 一 次 定理 (1.2.24) 和 (2.4.9) ， 得 


<> |P, x, du)q (g, A) 
>P a, (x) (APA, z, dpa, A) 
+lim fa Ponz dy) (APO, y, daqe, A 
ieo =- (x)) 
>P (p, z, {x}lm [iPas z, dy) q(y, A) 


+ m PG, x, dy) q (8, Ay. (由 (2.4.11) ) 
由 于 Px {x> 可见 


eaan im iP vd gy, D< A, 


XEE, AEC8N En, n>1, 
综合 (2.4,11) 和 《2.4.12), 得 
(2.4.13) lim fira z, dy ay, A =q(x, A), 


x€E, ACEN En, n2>1, 
于 是 ， 由 方程 (Fn) 和 定理 0.2.24) 得 
limà aP, z, A) ~ (x, A] 
=lim [Pa x anaq, A -lim | APO, x, dip q(g,A5 
io i-> 7 
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=q(x, A) -I4(Z)9(2)， 
XEE, AEN En., n>1, 
此 即 是 9 条 件 。 】 


$2.5 流出 空间 和 流入 空间 
本 节 将 引进 流出 、 流 入 空间 。 我 们 将 证 明 这 些 空间 的 维 数 与 


BRIDO 无关。 
记 
(2.5.1) RA, p;%, A) =ò(%, A) + Q - n)Pst'(u,x, A), 
A u>0, XEE, AES, 
则 由 预 解 方程 立 得 


(2.5.2) 引 理 RNA 
(2.5.3) | Row x,dDR(, v; J, A) 
= [no,w, x,dDROp, hy Y, A) = R(u,v; x, A) 
h, h, y>0,xz<CE, AG 
(2.5.4) (P= x, dR, 1 y, A) 


= Ra), z,dg)P=i*(u,t, A) 
=P=" (A,x, A), 4,n>0, XEE,AES 
特别 地 ， 
(2.5.5) [Ran x,dy)R(u, å; Y, A) 
=Š(x,A), 11,4>0,XEE, AES., 
(2.5.6) 定义 ") PAZOR osa: 4>0)} 为 协调 的 ,如 果 


° ”协调 族 的 概念 来 源 于 关于 过 程 Pe“(4，x，“，) 的 亚 解 方程 。 
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f= [Eons dy) faU), 4, 14>03 
称 测度 族 {p1€ Fs 120) 是 协调 的 ， 如 果 
m= [pa Rh z, ,ku>0. 
再 命 
Z= (f€. G+ gq))= facanta), 4>0, 
”= few e= foda faaan araa}, a>0, 
ri- [pegu [odararganda, A -aG@,A1=0, 


AE ¿nE,,n>1],1>0. 


使 用 定理 (2.4.7) 的 证 法 可 证 
(2.5.7) BIN HEAO, ,= >i, 
(2.5.8) 引 理 固定 4>0。 

Q) Mf, gEida, H 


Fra+aepse, dy) -q( * ,dy)Jf(Y) >g, 
则 
j>a, -dangos 
进而 ， 者 前 一 式 中 的 等 号 成 立 且 sa= {0}， 则 了 = |Para, +, 
dy) gy) 
G Wu, UEZ, H 
Juara +aG9G, A) -g(x, A)J]>U (A), 
AEN En n>, 
则 
p> |U do Pana, z, D 


88 





进而 ， 若 前 一 式 中 的 等 号 成 立 且 2 = {0}， 则 
p= [Uqa Pe, 2, e). 
证 我 们 只 证 ， O 的 证 明 与 GD 类 似 ,由 假设 知 
Ju am Q + q(x)) dx, A) 


>J|uaayae, A) +UA, AEs, 
两 边 视 作 关于 A 的 测度 ， 并 对 8(。,4)/(0+q(，))》 取 积 分 ,我 
NEA: 是 方程 
s> [ea | ady asaan f U dx) Q +q) 
的 一 个 非 负 解 。 另 一 方面 ， 由 于 Pain(l, x, A) 是 方 E (FO 的 最 
小 解 ， 从 而 由 定理 (2.1.21) 。 Gb 知 | U (dx) P=ix Q, x, +) 
是 上 述 方程 的 最 小 解 。 于 是 由 比较 定理 立 得 前 一 项 断言 。 现 在 ， 
我 们 有 
u- fua» Pain (4, x, e) EFi 
故 后 一 断言 是 显然 的 ， 1 
(2.5.9) 定义 “ 称 函 数 族 { 负 }-,C58+ 是 线性 无 关 的 ， 如 果 
HFE CR, 
D cfi 0=>c=0,k= 1, ns 


Ri 
BWER CL AREER, WRR FE C) 
R, 


2 CAPh=0—>ck=0,k= 1,.,N。 
imj 


Yi 的 极 大 线性 无 关 组 的 个 数 称 为 ER, TA dimy., 3⁄8 
似 地 有 dim 7, 
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(2.5.10) 引 理 
G) 给 定 20 f fu C Z. EL 
f= [Roms (api, p>0, 
MJ f,ez,, B(f,:u>0)a imay. 
Gi) 给 定 20 和 Pa € 27, Ë. 
gÇ, = [esa RO X, e), p>0, 
则 PES. MEP H> NRA. 
证 先 证 a): f,Z0, K>0. 
事实 上 ， 当 1 入 li 时， 显然 有 
f,= fat =p [P= + dp fa 0S0, 
3⁄ u> WA f€ Wis 从 而 
(p+ q) fu 5 - [qc dp fi = Ch 19 fa >0, 
XEE, >h 
于 是 ， 由 引 理 (2.5.8) 。 G) 得 
加 > 人 -0 SPG, + ,dD f(D, H>. 
m i 
ffet a - n) [Peren + dp fa >0. 
(b) 试 证 可 测 性 。 
HT fi RUaH, +, A) E8, ATHAIR EEA f, = 
[Bonm dD FR. 
(e) 利用 (2.5.3 ZEHE. h FP, x, A) 满足 
(B;)，fi,E2Wio， 可 见 
Jacw, a few 
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=jatzsag) |RQ, ps Y,d2) fi (2) 
= fac, dip fa) + Ca = ) fac, dy) (P= tus y, d2) faa (2) 


= (o+ g(x)) fa, GO + o- 0) fP, zx, dD fa GD 
X (u+q(2)) — ho- H) fi GO) 
= (4+q(x)) [fc + (1 u) fPaincu, £, dY) fr, Y) ] 


= (u+q(G))f,(z), LEE, >N. 
综合 (a). (b) 和 (c) 即 得 (i) 。 

GD 的 证 明 类 似 。 首 先 ， 显 然 有 wE2，H>0. 其 次 ,车 
Hh， 当 然 有 8, 之 0。 反 之， 若 4 之 和 加， 则 由 p € >, 得 


[pi da) Cu + gada, A) — q(z, AD) 
= (k= h) Pa (A)20, AEENE,, n>1, u>, 
于 是 由 引 理 (2.5.8) 。 G 得 
Pa (A> | (u= Mpu da) Pai (u, z, A), AE 8 


Lh. 


因而 
pM) = p, (A) + hay) fen (dx) P=in (u, z, A) 


20, AEC8, >h. 
故 总 有 ps 之 0， 进 而 8,€ 多;。{9,} 的 协调 性 是 显然 的 。 现在， 使 
用 方程 (Fs) 以 及 pioEyru 的 事实 ， 便 得 


fodar +q(x))ò (x, A) - q(x, A)] 
= [pcdz) fog, dz + (A= n) P=in (u, Z, dx)) 


. [( + a(m))b (<, A) — q (x, A)] 
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= [eat gdr A) — g(x AD 
+CH- Ro) Pa, (A) + Q. — u) Í Pı, (dz) 
x [Paru z 420 *[ (a + q(x))d (z, A) — q (z, A)1 


= -pu + o-i) |>, (425, A) 


=0， AEsNE,, n>1. 1 
(2.5.11) 定理 dim 2 和 dim ,与 4>0 无 关 。 从 而 可 
Wt dim y 和 dim >, 
证 (fP CA 线性 无 关 。 取 


e= Ra, sdpfeon, kerem 
则 由 引 理 〈2.5.10) 。 GD L {FPC Ë (ICR, 使 


D ck 加 =0， 则 由 (2.5.5) 得 


kel 


Se fe = afru “dy) [Rsm yd) fh a 


køl 


= [Ras +,ap Pla feo =o, 
iei 


于 是 由 {名} 的 线性 无 关 性 导出 (fi) 的 线性 无 关 性 .这 表明 
dim #,<dim Z#,, IB 2 5 u 3k, ik dim # = dim V.. 
类 似 地 可 证 dim 2”, = dim >,. 1 

(2.5.12) 定义 分 别称 Z 和 2 为 流出 、 流 入 空间 ,2 
中 的 元 素 称 为 流出 解 。 当 dim Zz 之 co 时 ， 称 为 有 限 流出 的 。 特 别 
地 ， 若 dim si = 0， 则 称 为 零 流出 ， 若 dim = 1， 则 称 为 单 流 
出 。 类 似 地 可 定义 流入 解 ， 有 限 流 入 ， 零 流入 和 单 流入 。 

《2.5.13〉 引 理 WT 220, (zQ,x)=1- 1 P= (4, X, 
E) : XEE} 是 方程 
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(za, qO a i ae a D, 
(2。 5.10 50， P ey Shot +q(°) 
Losta, +) <1。 
的 最 大 解 。 它 可 用 如 下 方式 得 到 : 若 命 
z”, »。)=1, 


ztn, e) = 1 QC, dy) zw CA Y) + a gC ; 


n=l, 
则 
ZA, ) ZA, +), n=. 
特别 地 ， 若 q(x) ~- q(x, A) ERTH q wj, Mz A0, zA, 
，) 是 方程 


r») = | -90 dy) 1, 
esip [G= k: tat) S), 


L 0<#0,.)<1. 
的 最 大 解 。 进 而 
Zz(4,。) = 0 4 B IX 4 dim # = 0, 
证 由 定理 (2.2.5) MES (2.1.12) qI, APan (A, + ,E) 
是 方程 


o- (ady) 1 
E04,°) Ea sp riy 


的 最 小 解 。 注 意 0<4P= Q, x, E) <1 REA (2.1.5) 便 可 导出 
第 一 项 断言 。 其 它 断 言 的 证 明 是 容易 的 。 1 
由 上 述 引 理 可 立即 导出 一 个 非常 有 用 的 不 断 性 准则 ， 
(2.5.16) 定理 保守 最 小 q 过 程 不 断 的 充 要 条 pk 是 dim 
Z = 0, 等 价 地 ,Zz(4,，) = 0 对 某 个 4>>0( 从 而 对 一 切 4>>0) 成 立 。 
我 们 将 在 § 3,2 讨论 这 个 结果 的 应 用 。 
(2.5.1 推论 ”最 小 9 过 程 不 断 的 充 要 条 件 是 q 对 保守 零 
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证 ”如 非 保守 ， 则 由 (B) 立 知 最 小 9g 过 程 中 断 。 1 


$2.6 保守 单 流出 q 过 程 的 构造 


34 q 过 程 非 唯一 时 ， 一 个 十 分 有 趣 的 问题 是 如 何 把 一 切 9 过 
程 全 部 构造 出 来 。 本 节 就 保守 单 流出 情形 讨论 这 个 问题 。 
SRPA 是 任 一 9 过程 ， 则 由 保守 性 及 定理 (1.2.25) 
知 
(M+q(X))Q Q, z, A) ~ fac, dg)Q A, Y, A) =0, 
1>0, XE E, AE 2, 
it 4k QU, z, A) = Pd, x, A) — P=" (4, z, A) >>0。 这 表明 对 每 
4>0 MAES, QU, + ,A)CZ,. Hit, dimz,= 1, 因而 存 
在 依赖 于 4 和 4 的 函数 p (A), EFA, e, A) =20, pA). 
易 见 oC 2+。 这 样 ，P(4z, 4) 必 取 如 下 形式 ， 
(2.6.1) P, x, A) = P=in (Q, x, A) +Z Q, z) @, (A) 。 
本 节 的 目的 是 进一步 刻画 px, 即 找 出 关于 9 的 条 件 , 使 得 (2.6.1) 
式 定义 一 个 q 过 程 。 由 于 如 上 定义 的 P(,x,4) 必定 满足 可 
测 性 条 件 ， 而 且 必 定 满足 (B) (由 保守 性 ) 。 因此, 由 定理 
(2.4.89) ， 我 们 只 需 考 虑 范 条 件 和 预 解 条 件 *。 
PU,x, 有 A) 满足 预 解 条 件 当 且 仅 当 


(p. (A)zGQ, 2) - g, (A)z(u,2)) + A- p) (fpa Q,z, dp , 
z(u, Y) 9, (A) + f U, £) pi (dY) Z (u, Y) P, (A) 


* ja, Dp (dp P=" u, y, )=0， 
即 


° ”以 下 证 明 只 用 到 z(4，。) 为 非 零 的 最 大 解 。 
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z(h, x) Jeanna, u, A) - 
[Runz dDz po a 


+ a-p [zano (pz, po, CA = 0。 
但 由 〈2.4.3) ， 这 等 价 于 
zü, (PADR hs yA -202P (A) 


+(-u) fa, X) pı (dy) Z (u, Y) P, (A) = 0 
或 
GQ [adpan wA -9 A 


+ -1 [adyzm poA =o, 
此 步 用 到 ZA, + )260, WRR A0, @2i=0, WHER 知 ， 对 
一 切 u>0, p,=0, HER 
P, x, A) =P=" (4, x, A), 12>20,z€E, AE 8. 
否则 ， 必 定 存在 HDO 使 p. 0. 进而， 对 一 切 u, PrE. fF 
m= [on AOR (iots x, +), 4>0 
则 {m4: .4 二 0} 是 一 协调 族 。 E (2.6.2) HR A= u, #8 
n, (A) = fı + (H-H) fon (dip z (u, >|]. 


我 们 注意 1+ (ppo) [on dpz p) SAZA. 如 果 
rea ztpsD =0, 则 1+ u- po {goo GW zp =1>0， 否 


H), 1+ (4 一 Ho) fon (dy) z(u, Y) >l- ko fon (dy) z (u, y) >1- 


LaPa (E) 之 0 利用 范 条 件 ) 。 因 此 ， 总 有 
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了 


1+ (ü— Ho) Je. (dDz (4, >0, 4>0, 


这 样 ， 我 们 可 命 
p=mm, m>0, 4>0. 
代入 《2,6.2) TJ Wk, (ma 4 二 0} 必 须 满足 


m=m,| 1+ -Dm [m (ap z(u, | 


若 命 0 Q, u) = fn (dyz, 2 ， 则 由 上 式 得 


mı- m, = (u -å) m: M, O Q, u), 
即 
(2.6.3) m7’ - uc Q, u) =m7' -i0 Q, u) 。 
但 由 (2.5.3) 和 (2.5.4) 得 


frappa, y, A 
= [on (da) [Rius ,dD Paia, y, A) 
= Í pn (da), Ra, =, dip) x 


| 
f 
(oo ndama, yA) 
f 


m (d) P=" (u, y, A) 。 
从 而 
o (å, p) = m (E) - y fra (dy) P=" (u, y, E) 


=m -a[n (dy) P, y, E) 
= [nay Ra, x, E) 
-p fns (dx) P= (4, z, E) 
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= 办 (BE) - afn (dy) P=" Q, y, E) 
RA (2.6.3) 得 
mẹ’ — un, (E) + hp [nan p=" Q, E) 


=m*'— 40 (E) +44 [naypaq y, E). 


故 mi -im (E) =c 与 4>0 无 关 。 
至 此 ， 我 们 已 经 证 得 
《2.6.4) 定理 ”对 于 给 定 的 保守 单 流出 9 对 ， 每 一 个 4 过 
程 可 用 如 下 方式 得 到 ， 任 取 测度 协调 族 {%: 4 二 0} 和 常数 c20, 
然后 令 
Ph,%, A) = Pai (4, x, A) + nA) 
1>0, z€E, AES. 
此 处 约 E 0/0 = 0。 这 个 过 程 不 断 的 充 要 条 件 是 c= 0。 
应 当 指 出 ， 上 面 的 构造 也 适用 于 dim >>1 的 情况 。 特 别 地 ， 
我 们 有 
(2.6.5) 推论 设 q 对 保守 。 如 果 9E 2, 满足 


(2,6.6) ed Ped, bE) <, 4>0, 


则 对 每 c 关 0， 
(2.6.7) P(A, x, A) = P=in (4, z, A) 


zA, x) [pdp p= a, y, A 
Š c+ [pdp Pat a, y, E) A 
4>0, XEE, AE8 
定义 了 一 个 q 过 程 . 
证 “只 需 验证 { | pda Pry): 4>0] 是 协调 的 。 但 这 
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可 从 (2.5.4) 得 到 ， 】 


8$ 2.7 补充 与 注 记 


在 $1.3 里 ,我 们 已 经 看 到 可 微 性 的 处 理 并 非 容 易 。 实 际 
上 ， 由 (1.5,6) 或 笔者 的 [9] 知 ， 适 当 的 条 件 是 需要 的 。 这 是 但 成 
处 理 〈(B) 和 (F) 比 之 (B,) M (F) 更 为 困难 的 原因 所 在 。 但 藻 
有 了 可 微 性 之 后 ， 许 多 讨论 就 是 平行 的 。 例 如 说 ， 我 们 有 

《2.7.1) 引 理 设 《E,@,8) 是 具有 可 数 基 的 内 正则 空间 ， 
M) (F) ST (F) 。 

证 由 定理 (1.3.30) gI, Pt, x, A) 有 连续 导数 PP’ (t, x, 
A) , D00232 <a). BHi, H K- C 方程 和 Fatou 引 
理 知 


P’ (t, x, A) 


>f, P (x, dgu A - | Pa, £, ddaa, 
t>0, z€E, AES, 
特别 地 ， 当 4AEZnE。 时 ， 
o<fPe, z, dip q, A< Í, Pt, x, dy) q (g, A) 


+ | pe, z apaq +IP’ (t,x, °) | 


<q() + 2sup qay). 
这 表明 


f, Jee, z, dy) j. qy, dz)e7® -9 


关于 上 连续 。 余 下 的 证 明 就 容易 了 。 详 见 (2.2.1) 之 证 。 l 
同样 地 ， 在 可 微 性 条 件 下 ， 我 们 可 导出 柯 氏 向 后 不 等 式 
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P’ (t,x, A)2> [ae dp ,yh -q(x)P(t, x, A). 

由 此 便 可 证 通过 方程 B) 得 到 的 最 小 解 是 最 小 的 q 过 程 。 
但 在 定理 2,2.5》 中， 我 们 使 用 拉 氏 变换 形式 ， 因而 无 需 对 空 
闻 施 加 限制 ， 也 无 需 对 过 程 需 加 保守 性 之 类 的 限制 。 

(2.7.2) 定义 称 (0,co) 上 的 函数 p 是 完全 单调 的 ， 如 
果 它 有 一 切 阶 导数 o”, MEWE 

CD'S, 420, n>0. 

关于 完全 单调 函数 的 主要 结果 有 

(2.7.3) WREE 〈0, co) 上 的 函数 p 完全 单调 的 充 要 
条 件 是 存在 《0, co) 上 的 测度 〈 不 必 有 限 ) F (dt) ， 使 得 

TD eQ = | eran 
此 时 ， 开 为 概率 测度 的 充 要 条 件 是 mp(0) =1。 

(2.7.5) 反 演 公式 ”如果 (2.7.4) 对 每 4>0 成 立 ， 则 在 
下 的 一 切 连续 点 上 ， 

(2.7.9 PO =lim D L'o 


(2.7.7) 推论 函数 9 形 如 
(2.7.8) QQ) = [| eu faydt 


此 处 0<f<c<cof) RERE 
(2.7.9) 0 二 一 9 PW, g>0, n>0. 
nl a 


以 上 结果 可 在 Feller[5]p439 一 440 中 找到 。 
(2.7.10) 。 关 于 定理 (2.2.5) 最 后 一 步 的 详细 证 明 。 
RPE, x, A) 是 任 一 跳 过 程 ， 定 义 58 到 自身 的 有 界线 性 算 
F U*(a>0) 如 次 : 
Uf= É e“ [Pax dp Wat 
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往 证 
(2.7.11) D'U:* f= (-1)'mi (Us)"*1 f, n>i 


此 处 D- L. 
事实 上 ， 由 预 解 方程 知 ， 若 c，B>0，c 关 有 ， 则 
(2.7.12) — _UtU°f 
再 一 次 用 预 解 方程 ， 得 
(2.7.13) |U*f@o- Utf(a) |=1B-al|lU Ux) | 
<La aU Unf | 


l-al 
<i. 


这 表明 ， 在 每 一 个 区 间 [cu ceo) (a0) 上 ，a->U" 了 (Xx) 关于 
x 一 致 连续 。 于 是 ,在 (2.7.12) h £ B—a, 便 得 DU*f= 
(U*) 玫 。 这 表明 ， 当 n=1 时 ， (2.7.11) 成 立 。 一 般 地 ， 显 然 

有 
(2.7.14) (U®)"f— (U)'f 
= (U -UH [ (Ut)! + (Us 2U4 +... 
+ UKIT. 
注意 ， 当 a, 8>ao>0 时 ， 
LUNUN FEL/ TB) < | fa, 
可 见 
IUS- UDI aT Ifl ~ U1 


<| -anif iat, 
可 见 ， 在 [cu ceo) 上 ，c->U“f(z) 也 是 关于 Y 一 致 连续 的 。 现 在 ， 
由 (2.7.14) 和 《〈2.7.12) 得 
UVE UDE UTUS UD 
— m nA 
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—>-n(U’)"!f, Pp—>a. 
或 即 
(2.7.15) DL[(Us)'f]= -n(Us)"t3f, n>1, 
现在 ， 我 们 利用 此 式 来 完成 《2,7,11) 的 证 明 。 
假设 对 ?已 真 ， 那 么 
D"'*!U* f= DED'U" f] 
=DE- m (USH f] 《由 归纳 假设 》 
=(-1)"m D[ (U°)"*! f] 
=(=- D'n (-1) @+1) (U9 f (H (2.7.15)) 
=(-1)"™*!(n+1) US" f. 
故 (2.7.11) 成 立 。 
今 设 P(t,x, A) 是 任 一 9 过 程 。 类 子 0” 如 前 面 所 定义 。 类 
似 地 可 定义 相应 于 P t,x, A) 的 算 子 Us。 由 单调 类 定理 和 假 
设 知 
Uf>U0sf, a>0, f€... 
U®f, Uf>0, a>0, f€, 
由 此 及 (2.7.11) 和 (2.7.14) ， 得 
(—1)"D'E(U* — Us) f] 
= (-1)"D'U*f— (— 1)"D'Us f 
=n [CU )"#+ 才 一 (Us )y"*1f1 
=m (U* -UCU ) + (VU) US + + UDIO. 
a>0, n21. 
因此 ， 我 们 证 得 (U" -Us)f(Xx) (LEE) 关于 a>0 是 完全 单 
调 的 。 特 别 地 ， 取 fo=I4, 则 《Ur -Us)fo(X) EE) 完全 单 
调 且 





COD UO- U) f, | D'U: fo, D'Usf, 
|` m nl 


n 
<E. (由 (2.7,11)) 
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可 见 (2.7. WE, 
P (t, x, A) — P=in (t, x, A)20, t>0, 
但 4 和 2% 任 意 ， 故 断言 得 证 。 

(2.7.16) 注 上 面 所 用 的 方法 具有 一 般 的 意义 。 例 如 说 ， 
它 可 用 于 代替 $1.4 所 用 的 Hille-Yosida 定理 ， 由 预 解 算 子 构造 
相应 的 马 氏 半 群 (例如 见 Getoor [1] 、§3) . 

对 于 马 链 情形 ， 最 小 解 理 论 的 系统 研究 属于 侯 振 挺 、 郭 青 峥 
[1] 。 这 里 的 一 般 形 式 来 自 陈 木 法 [1] 。 其 中 定理 (2.1.21) 
取 自 陈 木 法 [1] 和 陈 木 法 、 郑 小 谷 [1] 。 . 

柯 氏 向 后 、 向 前 方程 (B) 和 (F) 最 早 由 Kolmogorov[1] 
引进 的 。 定 理 (2.2.5) 在 特殊 形式 下 最 早 由 Feller [1] 所 证 。 
HAE [1] 作 了 推广 。 这里， 我 们 就 一 般 形式 作 了 细致 的 处 理 ， 
DE (F) 属于 陈 木 法 [2] ， 定 理 5,2, 在 局 部 意义 下 等 价 于 通 
常 的 柯 氏 向 前 方程 .等 价 性 定理 《2.4.7) 取 自 陈 木 法 、 郑 小 谷 [1]。 

定理 (2.3.1) 和 定理 (2.3.7) 是 新 的 。 后 者 类 似 于 Stroock 
和 Varadhan[1， 定理 10,2.1], 关于 条 件 〈2.3.2)，Basis [1] 
曾 用 过 较 强 的 类 似 物 。 他 也 用 过 条 件 〈2.3.4) 。 关 于 定理 〈2。 
3.7) 作者 曾 与 唐 守 正 作 过 有 益 的 讨论 , 例 〈2.3.12) 是 属于 郑 
BAUK. 

§ 2.4 基 本 上 取 自 陈 木 法 、 郑 小 谷 [1] 。 在 该 文中 首次 引进 
了 gd 划 分 的 概念 。 定 理 (2.4.7) 的 G) 的 马 链 形式 出 自 Feler 
[3] 和 Reuter [1] ， 一 般 形式 属于 胡 迪 鹤 [1] .至 于 G) ， 
马 链 形式 属于 侯 振 插 [2] ， 这 里 是 他 的 结果 的 自然 推广 。 

“HHB” RGB [1] 命名 的 。 定 理 〈2.5.11) 和 定理 
(2.5.16) 的 马 链 形式 属于 Feller [3] 和 Reuter [1] ,一 般 形 
式 属于 胡 迪 瞧 [1] 。 

定理 (2.6.4) 本 质 上 属于 Reuter [23、 这 里 ， 我 们 参考 了 
杨 向 群 [1] 和 胡 迪 鹤 [1]。 
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第 三 章 ”唯一 性 准则 


本 章 将 首先 研究 满足 柯 氏 向 后 或 向 前 方程 的 9 过 程 的 唯一 性 
准则 ,而 后 研究 一 般 q 过程 的 唯一 性 准则 ,我 们 也 将 介绍 唯一 性 准 
则 的 一 些 应 用 。 


8 3,1 满足 柯 氏 方程 的 唯一 性 准则 


(3.1.1) 定义 称 满 足 方程 B) 的 9 过程 为 Be 过 程 。 类 
似 地 有 F. 过 程 。 

下 面 是 满足 柯 氏 向 后 方程 B) 的 9g 过 程 的 唯一 性 准则 。 

(3.1.2) 定理 ”Bo 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 dimy = 0, 特别 
地 ， 若 q 对 保守 ， 则 q 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 dimy = 0。 

证 使 用 定理 (2.5.16) 、 推 论 (2.6.5) 和 下 述 事 实 ， 因为 最 
小 g 过 程 是 B, 过 程 ， 对 每 4>0 和 AC 8, 对 任 一 Ba 过 程 P(4, x, 

A), 

š Pü, » ,A)- Prin(h, +, A) € Z,, 
从 而 B 过 程 唯 一 等 价 于 dim2 = dimy = 0. 】 

为 研究 Fe 过 程 的 唯一 性 ， 我 们 还 要 作 些 准备 。 下 述 结果 是 
关于 测度 协调 族 的 分 解 。 

《3.1.3) 引 理 为 使 {7, : 420) 为 测度 协调 族 ， 充 要 条 件 

GA. (warpa, x, + )E 2,,4>0. 


的 wwE 多 + 和 一 个 测度 协调 族 {7:€ Z, : 1>>0}j， 使 
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GA. m= wae) prin, x, +) +T 2>0, 此 外 ， 


分 解 式 (38.1.5) hi w MA : 2208 8B(n : 14>0} 唯 一 决定 
的 。 换 言 之 ， 分 解 是 唯一 的 。 

证 充分 性 是 明显 的 ， 往 证 必要 性 。 

设 {m4 : 4 之 全 是 一 协调 族 ， 则 


n,(A + w- D) |n, (dæ) P= (Q, z, A) = n,CA)20. 
因而 
vn,(A)> (1-1y) fn (dx) CAPaia (4h, x, A) — (x, A)] 
固定 ， 并 命 ,-*co， 得 : 
vn, (A) >lim(1 — r» f n,(dx) hPain (4, x, A) 
Tsa Em4 
+ mG - 1-5) | noqapa, z, A) -1 
ke. A 


Ss 


= jamrace A) -q(%)ò(x, A)] ， 
AE8NEn, n21. 


n, (dx)q (x, A) — | g (dz)q (z) 


今 定义 
(3.1.6) Ww,(A)=vn,(A)— fn. (dx)[q(z, A) — 
— q(z)Š (zx, A)], 
AEENEn, n>1. 
则 


o<w, (A) <œ, AE8 NEn n>. 
BR w, 可 唯一 扩张 到 8 上 ， 仍 然 记 作 ww,， 自 然 有 WEZH 
往 证 
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(3.1.7) Jw, (dx) Pei? v, æ, A) <n, (A), AEs. 
为 此 ， 使 用 方程 BF,) 的 典型 解法 。 当 ?= 0 时 ， 
fw, doP” o,a, A) =0<7, (4), A€2. 
设 
fw ape, x, A) <7,(A), AE8, 
则 
fw da P o, x, A 
[nan [Pr onan | aer 


q, dz) w, (dx) _ 
<fn an] 839 a(z) + Í. v+q(x) nA, 


AGC NEn, m>1. 
最 后 一 步 用 到 《3.1,6) 及 此 式 之 前 的 估计 
fev, Ana | mdogo 
AEs nE,, m>1. 





这 样 ， 我 们 已 证 得 
fw, dæ) P™ (w, z, A) <n, (A), AEE 


H-N, ELRRG n>N G1 。 现在， 仍然 
固定 >， 并 定义 


(3.1.8) T, = vn, - fw, dx) Paisco, x *) 。 


那么 由 《3.1.7) 立 知 7,E 2+。 另 一 方面 ， 由 (3.1.8) ， 
(3.1.6) 和 (B) 得 :对 每 AEEnE，?>1， 


[Want + aGob8, A) -qa A 
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=w,(A)- [was Jp= o, x, dy) E +q) Ò, À) — 
—4a(y, 4)] 
=w,(A)- fw, (dx)d(x, A) = 0, 
这 表明 7,€9,。 
往 证 如 上 得 到 的 忆 , 和 是 由 7, 唯一 决定 的 。 事实 上 ， 车 
Rw Mm 也 满足 (3.1.8) ， 则 
fw, (dæ) paso, x, A) t OD 
u [uiay pss o, x,A) +7 (A), AES. 
两 边 视 作 为 关于 A 的 测度 ， 并 对 函数 
(?+q(。))5( ,A)-g(,A), AE8NEn, n>1 
WAI, E Pri, X,。) 满 足 (Fs) , ma MES, EA E R 
积分 可 行 ， 而 且 ， 我 们 得 到 
Ww,(A)=w,(A), AEENE,, n>1, 
这 说 明 w, = Ww,， 从 而 也 有 ,= 区。 故 对 于 每 个 固定 的 vy， 分 解 式 
(3.1.8) 是 唯一 的 。 
最 后 ， 我 们 证 明 w, 与 4>0 无 关 。 由 协调 性 和 2.5.4) 得 
m= fn (aR, isz, .) 


= fwaz» [Peno dy) Riv, yg, ° ) 
+ dR hz, + 
= w dapma, z, .) + [wR LEZIO 


由 引 理 〈2.5.10) . GD 知 
[T daR, nx, “) EY 
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这 说 明 

(w, (dx) Prin(h, z, + )€ Z,., 
BE, u, 和 [T ADRO, ie, yim AR, iNi Mi 
所 证 的 结论 和 


20, = 10, 

Tü E. 

x= | Ro, 2, 

前 者 表明 w, 与 120 EX, 后 者 表明 {7 : 4>>0)} 还 是 协调 的 。 
《3.1.9) IE Bim: 4>>0} 是 测度 的 协调 族 ， 则 
(3.1.10) my40, 41 eco, 

MREMEN ,C4>0)， 则 
(38.1.11) A4n(A)-n,(A) 


= A- v) [nda TC, A) - Paino, z, A) 
= A=») [a (dn Ta, A) = P=sisQ, x, A)] 
4,7>0, AG. 
从 而 AmE) t, "421, 
证 由 协调 性 得 
8.1.12) n. =n,+ (7 一 4 fm (dx) Pain(4 z, e ) 
=T1,+ v Jaa ay p= oO, X, °) ， 
- mdx) pri Qa, x, +) 


头 一 个 等 式 表明 m 是 单调 降 的 ， 第 二 个 等 式 表明 lim m= 0。 车 
38 € 2, 120, MA Pd, x.) 满足 CGO ， 可 见 对 每 
4E2， 我 们 有 
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An CA) - n,CA) 
= > CARAN En) - vn, (AN En)] 


= 51 Í [nde tac, AEn - godt, AEDI- 
-n.d ca, AEn -q(x)8(x, AE 1} 

= 之 -Dh j. (dx) [peis (hx dy) [q (g, AEn) — 
-q (y)ò (y, AEn) ] 


(由 (3,1,12)) 
= @- 2) >; 7,dx) Th Peis Q, z, AE.) -~ d(x, AEn) ] 


= A- v) fa day[b ee, A) -A P= Q, x, A)]. 


REFA 〈3.1.11) 的 第 二 个 等 式 。 对 换 4 和 >"， 便 得 第 一 个 等 
A. 1 
(3.1.13) EM MWEWE: 4>0} 和 满 


fwcda paica, w, E) <o, 1>0 
的 WE 区 1!， 并 命 

m= (weda) Paia, x.) + , 4>0, 
那么 


三 Pain Zh, x)m (A) 
(3.1.14) P4, %,A)=P=i1(4,%, A) + a, 


41>0, XEE, AE8. 
是 一 个 胱 过 程 ， 它 是 一 个 9 过 程 当 且 仅 当下 述 条 件 之 一 成 立 : 
(i) q(x) 一 q(x%, 和 ) 是 保守 的 ， 
Cii) w= 0 


108 





CHI w(E) = co; 

Gv) lim ti (E) = co, 

证 (a) 首先 ， 我 们 指出 如 下 一 些 简单 事实 : 如 果 CG) 成 
立 ， 则 由 (m: 420) 是 测度 的 协调 族 ( 引 理 (3.1.3) ) ME 
FE (2.6.4) 知 断 言 已 真 。 以 下 无 妨 设 9(X) — q (x, A) 非 保守 。 
此 时 定理 〈2.6.4) 的 证 明 依然 表明 (3.1.1) 定义 了 一 个 跳 过 
程 。 这 便 证 得 第 一 项 断言 。 

O) 由 于 P(x A) 是 一 个 gq 过程， 这 样 ， 由 定理 《2。 
4.6) 知 ， “(3.1,14) MEX PA, xA) 成 为 q 过 程 的 充 要 条 
件 是 

lim 'zQ,z)m (B) / (c+ hm(E)) = 0, 

XEE, AE8N E., n>1. 

《c) 注意 当 41coo 时 ，4 Pris(4,x,E) 11, VEE. 

可 见 
lim [wdea Paina, x, E) = w(E). 


另 -方面 h (38.1.11) TA, 
mEt, 当 41 
于 是 
. im 40 GE) =w(E) + lim 2 (E) , 
如 果 imp +wE) =0, 则 由 前 一 式 子 可 见 刀 = 大 =0， 从 
而 m=0. 4 二 0。 进 而 
P, x, A) =P=" (4, x, A), 
此 时 引 理 是 平凡 的 。 故 以 下 可 设 
lim 4m, (E) + w(E)+0, 
(d) 由 于 
limz@Q, x)= lim [1-4P=i(A,z,E)]=0, z€E, 
考虑 到 z; S 满足 方程 “2,5.14) ， 便 得 
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lim Az(4,X) = q(x) - q(x, E), XEE. 
(e) ME. 对 每 e>0 和 每 AE5NE,，n 之 1 ， 存 在 
. N=N(y,,e, A)， 使 得 
fa n, (dz)q(*, A) <e, 


n-N#! 
TE, H (8.1.10 知 ， 只 要 v 宇 v。， 就 有 
N 
amacw A)<>; J n tdayq Ca, A) +e, 
„=i 
由 此 及 (3.1.10) 知 
6.1.19 limfon doga, A = 0, AEsNE,, n>. 
因此 ， 由 引 理 (3.1.3) , (3.1.6) 和 (3.1.10) 得 
limyn, (A) =w(A) + lim fam [q(z, A) ~ q(x)d (z, A)] 
=W(4)， AEsNE,, n>1. 
Q) 由 (d) ， (@ 和 (oO , 我 们 得 到 
lim hz (4, x) (A) / (c +å (E)) 
= [gx) - q(x, E)3to (A) /[c + zo (E) + lim in, (E)]. 
ieo 
由 此 及 a, (b) 和 (o) ， 可 见 P(4x,4) 是 gg 过程 当 且 仅 
当 条 件 (i) 一 Gv) 之 一 成 立 。 l 
现在 ， 我 们 可 以 给 出 本 节 的 主要 定理 。 
(3.1.15) ZE F, 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 最 小 9 过 程 不 
KRA dimy = 0。 
证 先 证 充分 性 ， 如 最 小 9 过 程 不 断 ， 则 结论 显然 。 否 则 ， 
BARF Pein (Q, z, A) HY Fe 过 程 PC4,x, 有) 存在 。 从 而 
0 寺 P(1, x, +) - Pain(l, z, +) € 2°, 
这 矛盾 于 dimz = dim2” = 0。 
再 证 必要 性 。 设 最 小 q 过 程 中 断 且 dimy +0, EE jh 之 0 并 
Ono €Z - (0), RAA 
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m= [mad DR anhe. 


则 由 引 理 (2.5.10) 。 GD A {mE 120) 是 协调 的 ,在 
定理 (3.1.13) 中 取 妇 =0，c=0, 由 于 Zz(4,*) 关 0( 由 (2.5.17))， 
我 们 便 得 到 一 个 与 最 小 g 过程 不 同 的 满足 方程 (FW 的 9 过 程 。 
故 F. 过 程 非 唯一 。 1 


$ 3.2 唯一 性 准则 及 其 应 用 


下 面 是 q 过程 的 一 般 的 唯一 性 准则 。 
(3.2.1) 定理 给 定 q 对 g(x) -q(z, A)。9g 过 程 唯一 的 
充 要 条 件 是 下 述 三 条 均 满足 : 
Ci) 存在 4>0 (从 而 对 一 切 4>0) ， 
inf Pain(h, x, E)>0, 
此 处 *€B 
Ë= (z€ E, qx, E) <q(x)}s 
CH) dimy = 0, 
Gi) q) ~ q(x, ARF, 或 者 它 虽 非 保守 但 
dimy = 0, 
我 们 将 在 $ 3.4 中 证 明 这 一 定理 .本 节 先 介绍 它 的 一 些 应 
用 。 
(3.2.2) 推论 iR q(wz,E)=0, LECE. HJ q 过 程 唯一 的 
充 要 条 件 是 sup q@) <o, 
证 5H dimgz = dimy"= 0 BE= E, XA 
Phin (4, z, A) =Š (x, A) / A+ q (a) 
可 见 
0<inf P= GQ, z, E) <> sup q(xX) <, 
为 讨论 有 界 q 对 情形 ， 我 们 需要 如 下 事实 : 
lll 





(3.2.3) 引 理 WEZ- {0}, Mj 
ndaga, E = co 
特别 地 ， 若 sup q(x, E)<œ, MJ dim Z = 0, 
证 REEN 断言 。 由 E94= 2 得 
[nas (M+ q(x))d (x, +) = Jaaaya e, °), 
特别 地 
îm (E) + fm (dx) q(x) = f. (dz)q (zx, E) 。 
如 果 结 论 不 真 ， 则 由 741(E) >0 及 上 式 得 
0< fdmraco -qe, B= -mŒ <0, 


这 就 导致 蔬 盾 。 1 
下 述 结果 是 推论 (2.3.6) 的 改进 。 
G3.2.4) 定理 若 q 对 有 界 ， 则 9 过 程 唯一 。 
证 (a) 记 c=sup q(x) <o, # fE, WJ 


让 CD = [IEW ft < (sup ho eR 














A+q(x) A+ q(x) 
c 
ETA @), xEE, 
可 见 
sup fwo < == sup f), 


AT fi = 0. 故 dim# = 0。 

如 果 9 对 保守 ， 则 Ez, TI (3.2.1) 的 条 件 均 满足 。 于 
R, 我们 也 得 到 推论 2.3.6). 

(b) HEM (2.2.5) 和 定理 (2.1.12) 知 ，4Pain (1 五 ) 
是 方程 


Ea, e) = fasan EG, y) + 


4 
+q) 4+q(*) 
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的 最 小 解 ， 可 见 


i itai s à 
APuir >inf Pein Q >inf 一 一 一 一 
= Pais (À, x, E) ing AP=in (4, x, E) FETTE] 
4 
te 


从 而 〈3.2.1) HRPE CG) 满足 。 

最 后 ,由 (a). (b) 和 引 理 (3.2.3) ZM (3.2,1) 的 条 
件 全 部 满足 ， 故 本 定理 得 证 。 】 

作为 〈3.2,1) 的 直接 推论 ， 我 们 有 

(3.2.5) 推论 若 巨 是 有 限 集 ， 则 q 过 程 唯一 的 充 要 条 件 
是 Ba 过 程 和 Fe 过 程 均 唯一 。 

(3.2.6) Æ 定理 〈2.3.7) 可 由 定理 (3,2.1) 导出 ， 事 
实 上 ， 由 于 gq 保守 ，9 过 程 唯 一 当 且 仅 当 dimz=0。 然 而 ， 
dimy = 0 等 价 于 最 小 解 不 断 。 那 里 ， 我 们 以 证 明 最 小 解 不 断 的 
方式 来 达到 唯一 性 。 这 里 ， 我 们 企图 说 明 ， 我 们 可 对 偶 地 证 明 
dimy = 0。 

首先 ， 相 应 最 小 解 的 比较 定理 ， 我 们 有 

(3.2.7) 比较 引 理 ” 设 了 是 方程 

G3.2.8) Í f= [acanto so, 

m U 0o<f<1, fes 

的 最 大 解 ， 而 了 是 方程 

(3.2.9) { ts|=c.anta +a, 

\ o<f<1, f€¿. 
的 任 一 解 ， 此 处 9 €2,m C. E) tg<1,i=1,2; m2m, 0929 
ET) 。 那 么 了 科 于 .进而 ， 两 个 方程 同时 有 或 同时 无 非 等 
解 。 
证 使 用 归纳 法 ， 只 需 注意 方程 (3.2,8) 的 最 大 解 可 用 如 
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下 方式 得 到 : 命 
j =1， 
jes Jae. (WD +g: , n20, 
Wf F, w n oo, 1 
让 我 们 回 到 (2.3。7) 的 证 明 。 命 za (2,*) = 1- Pain (A, e, E), 
N Za) 是 方程 


a- (40 dy) Aò C, ED 
pan Jena, BEE, 


L OSEA, <1. 
的 最 大 解 。 同 样 地 ， 思 (0 ,) 二 1 一 4Ps(4, s E) (记号 见 (2.3。 
7) ) 是 方程 


s= (dC, dy) 48(°, ED 
65 rg; EAD tiq C 


0<E(4,*) <1, 
的 最 大 解 。 利 用 引 理 (3.2.7) 的 证 法 易 见 
Zalh, +) SZn (Q, °), 
另 一 方面 ， 如 《2.3.7) 所 证 
Pa (4, x, EF:) 


1 
TT fp, Ox, dpa) 
< 9 (2)/ nf p(z) A- c.)) 
最 后 ， 


z(,2) = lim z, Q, z) < Time Q, 2) 


< 


= 了 mn P, Q, z, E) = 0, 1 


下 面 考虑 马 链 情形 。 取 
E=(0,1,2,-.)=Z,, 
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(3.2.10) 定理 设 Q@= (q; : 1 €Z.) #— Pt T 0 QE 
阵 ， 满 足 

qi=0, #j>i+1, £j€Z,. 

Qiiti>0, i€Z,. 
那么 ，Q@ 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 


(8.2.1) R=} mi=o%, 


keo 
此 处 
L 
[m= > Fi) /qaa a , k€Z,, 
ri 
| Fo = Fo = Opo A 
8.2.12 1 È u 上 > qP FP/qhs+1, 
| 0<i<k, k€Z,, 
| ; 


Lap = 5 w, 0<i<k, KEZ, 
证 分 三 步 完 成 ， 先 证 
(a) HRA, DE 
(3.2.13) M+q)W= 2] un w=1, i€Z, 
的 每 一 个 解 tu) 都 是 单调 上 升 的 。 
事实 上 , 方程 (3,2,13〉 的 解 U) 就 是 
(3.2.14) Wo=1, ua = [Q+ q)u— > Quu;]/quia, 


io 
i>0. 


从 而 有 
(3.2.15) ui ue [2] Qu Ui- up +huil/qiir,i€ 2, 


ieo 
然后 由 归纳 法 立 得 上 述 断 言 。 
O 试 证 上 述 的 GO 满足 
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(3。2.16) AUM LUkri — u < (u, WU) FP + juma, 
k>0. 
当 k=0 时 ， 由 于 
Ui — Uo = Mo /qa = ju m, 
可 见 上 式 成 立 。 假设 对 k<n 已 真 ， 那 么 ， 利 用 恒等式 


ket kel 
(3.2.17) >, Qi (Ur - w) = > qË uisu), k>0, 
i=o ií. 
(3.2.15) 和 G.2.12) ， 以 及 (a) 便 得 


Ungi = Un= [> QË (Uksi — a) + hun) Janan 
k. 
nel 
<[ >o9 C (u; — uo) F + juma) + Aus Janm 
< 
j a-l "=i 
<[ Qa - ud D, PFP + us (> qomi + D|/a... 
L k= 


"=l nel 
= (uu Fe + hu D) D PFP +EP |/a..a 
kej 


n=l nel 
E (U= U) FP + jus ES PFP /q..a )/g sm 
i kej 


+ Fi/asse) | 


. nl 
= Qa UD) F + un > Fw/gj ya+ F5/q,..] 
j=0 


= (Ui =U FO) + å UnMa 


和 


Ungi 一 Un > [> qP Qu ma) + ha]/a,... > 
te0 


> k, (>; gomat 1} Ja... = uma, 
keo F 
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于 是 由 归纳 法 得 8.2.16). 
O 试 证 ，Q@ 过 程 唯 一 当 且 仅 当 R= co, 
首先 注意 ，@@ 过 程 叭 一 当 且 仅 当 方程 8.2.13) 没有 有 界 的 
非 零 解 。 这 样 ， 我 们 只 需 证 明 后 者 等 价 于 及 =co 。 今 设 
R<co, 而 (u) 是 由 (8.2.1) 所 构造 的 解 。 由 《〈3.2.16) 和 
(3.2.12) 得 
0<uka ur'- 1< (u, U) uri FI + ¿mx 
< (u, — Uo) (FP /qa)qa + Mms 
<[4+ (u, — Uo) qa 1, 
由 于 之 Mh= 尼 co， 可 见 对 于 足够 大 的 k， 有 
Urnu; -1<1/2, HF logura Ur! ) 委 2 (Urat 一 1)， 因 而 
存在 C<co 使 


kel 
logus= 2) log (uisu) SCR<co, 
i= 


故 Un lu.<co, MAR. IDAE RER, 
反之 ， 若 8.2.19 有 有 界 非 零 解 ， 仍 然 记 作 (U) 。 那 么 ， 
由 (3.2.16) 得 


R= mh<limy， Gunes -ud/h 
k= 


r= w 
<limu,/1 =u, /1—<co, 1 
我 们 注意 ， 若 把 -qu>0 换 成 qu = 0， 则 dimsr = 0 当 且 仅 当 
方程 
(M+ qi) i= > Qili, 0<ui<1, i€ Z+*- (0) R # FR. 


因此 ， 若 在 (3.2.12) 中 把 0 换 成 1， 把 Z, 换 成 Z ,一 {0}), 并 定 
XHEK R = > ) ms。 那么 ， 我 们 便 得 到 
kei 
(3.2.18) 推论 在 (3.2.10) 中 ， 换 qa>0 7 qa = 0.3 
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Z, Q 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 R= co, 
(3.2.19) 定义 称 @= (qui) JBE X Q SRE (保守) ， 如 
Qiitt=bi>0, gori=a>0 qi=0, 如 |i-j|>2。 

相应 的 过 程 称 为 生死 过程 ， š 
(3.2.20 定理 生 灭 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 


Gk Gi.) 
—“ = co, 
— € bx: bi, bi 


证 H (3.2.10) 立 得 。 】 

定理 (3.2.10) 是 一 个 很 好 的 结果 ， 因 为 它 是 百 计 算 的 。 可 
惜 象 这 样 完 美的 结果 ， 已 知 的 并 不 多 。 就 说 二 维 情 形 ， 即 卫 = 
Zs， 要 判断 一 个 @ 矩阵 是 否 是 零 流 出 的 ， 也 是 不 容易 的 。 企 本 
节 的 余下 部 分 ， 我 们 将 使 用 化 高 维 为 一 维 的 思想 ， 给 出 @ 过 程 唯 
一 性 的 充分 条 件 。 

(3.2.21) 定理 设 五 为 任 一 可 数 f. Q=, Y): Z, 
YEE) 为 保守 QER, MEFE E HRE), E 
> E,=E EMER: 


k. 


LL 
(38.2.2) Æ qG@%,J)>0 B LEE, N Z€ > En 
l. 
KK= 0,1,… 
(3.2.23) Ci=sup{q(x): z=€EkíÚ)<co, k=0,1,*, 
定义 保守 @ BE (qi : i, €Z.) WK: 
(sup{2 q(x, Y): Smp j=i+1, 
| YEEi 
l 
(3.2.24) qu= jat {有 qY): EE:), j<i, 
LL LT 
\ o itj REEK. 
如 果 (qij) 过 程 唯 一 〈 当 unD RH (3.2.1 定义 的 
R= co) ， 则 (q(x,g)) 过 程 也 唯一 。 
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WE? 由 定理 (3.2.1) ， 我 们 只 需 证 明 对 每 4>>0， 方 程 
(3.2.25) parau =J qx, puy), 


>. 


losu) <1, xEE 

RAZR. REZ, Hi0, 方程 8.2.25) 有 非 零 解 
{U(X):; XEE}, 命 

(3.2.26) ur=sup{u(x); XEEs}, k=0,1, 
则 (wh : K>0) 非 零 ， 对 每 三 0， 选 e > 040 Xe E Ett 

(3.2.27) #kQ + Cr) <4/2, UH) (1 EUr, 
用 xw 代 替 (3.2.25) 中 的 YX， 并 使 用 (3.2.22) ，(3.2.23)， 
(3.2.26) 和 (3.2.27) 得 

hui/2+ [> D Q (06 gy 55 qx y) 


ime re; LER, = tb, 


+> q(x® :W]e 


VEFi+1 
KU lA- s, (+C) +q(x' Jur 
SAHI )) 1- EUS A+ Julh) 


k-i 
=J qx uD <E D aat, put 


gaH ise (€, 
+>; qH ,Dut >] QE, uka, 
vez ~ tx)} EEi€1 

即 

k-1 
G8,2,28) ha/2+ E(D aat sD) tn- up 
$= @. re i 
<> qP ,Y) Unun). 
y€ri+1 
。) 另 一 证 法 见 (8.5 2) 
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由 于 w>0, D q(x , 芒 壹 0， 故 由 此 式 及 归纳 法 易 证 


vEEig 


wt, ki. Am, HERE (3.2.2 立 得 


His/2+ >] qiu ~ UD <q, kri Ursi u) 
re 


或 


Q /2+qou< >] Quilis 0<us<1, k>0, 
z: 


故 由 引 理 (3.2.7) 知 ， (q ) 过 程 非 唯 一 。 这 与 所 设 矛盾 。 】 

在 结束 本 节 的 时 候 ， 我 们 要 给 出 四 个 例子 。 我 们 总 设 S 有 
限 ， 状 态 空间 为 = Zy. u 

[x|= >) xu), xEE. 
ves 

若 取 Es= (z€E; |X|=k},，k 宇 0， 那 么 ， 使 用 定理 (38.2.21), 
不 难 验 证 相应 的 Q 过 程 都 是 唯一 的 。 我 们 把 验证 的 细节 留 给 uË 
者 。 

《3.2,29) ” 单 物种 自 储 化 模型 : 

A+X— X, X+ XB 

这 里 有 了 两 个 反应 式 。 第 一 个 反应 式 说 的 是 : 在 参数 和 之 下 ， 一 
个 了 粒子 与 一 个 人 A 粒子 生成 一 个 新 的 XX 粒子 第 二 个 反应 式 说 
的 是 :在 参数 l 之 下 ， 每 两 个 卫 粒 子 让 遇 ， 两 个 都 死去 而 产生 
一 个 BB 粒子 。 我 们 所 关心 的 是 叉 粒子 的 个 数 。 人 全 和 B 是 参加 反 
应 的 反应 物 ， 在 反应 中 保证 持续 地 供给 。 

上 面 是 在 每 一 个 小 盒子 KES 里 的 反应 情况 。 然 而 ， 小 盒子 ' 
之 间 可 以 有 相互 扩散 。 例 如 说 ， 斑 粒子 以 p'u, V) 的 速率 A u g 
ajv. 

现在 ， 已 经 不 难 写 出 这 个 樟 型 的 QER: 
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À¿aG)x(u), U= x+ es, 


| 4, 人 )， 2=X 一 2eo， 


(3,2.30) axy) = i 
| U=zx%-@+e,, 


l UEV, 
0 ,，Yy 友 的 其 它 情形 。 


g(x) = -q(x,2) = X, q(x,1), z€ Z$, 


yw". 


此 处 ,4,，a(W) 为 正常 数 ，X(w) 表 在 wES 中 及 的 粒子 数 ，e@s 
表 在 & 处 为 1， 其 它 地 方 为 0 的 Z% 中 的 单位 向 量 、 和 矩阵 (p(w， 
V) :WUES) Ef. Kit >) puu) SC<co, u€S. 

在 以 下 模型 中 ， 我 们 使 用 类 似 的 记号 。 

(3.2.31)  Schlögl 模型 


å 


A+2X— 
HOEREN: 








f naw (00) + bY= N+ eu 


xu) Deh 
(3.2.32) q(a,g) = j4 ( 3 Jte, y= ze 
XCUJ)PU, V), Y=X-— estey, UFV 


LO, YAX 的 其 它 情形 
g(x) = >) q(x,U), x€Zi 。 


= 


(3.2.33) Lotka-Volterra 模型 


1 





A+X, — —2X, , X, + X, —2X, , 


B+ X— D+B, 
ERREZE E= (Z3)3= Zis, ucs, X 的 粒子 数 记 作 
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|z |= > GL GO + z,G0) 。 


上 
X; JX u pa] p 的 速率 是 pi(u,v)。 那 么 , 这 个 模型 的 Q 矩阵 为 ; 
AÀa(u)wzm G), #=x+e,, 
Asb(U) X (U), Y= X- ens 
1 4¿,x, (UI XU), Y= X- Lu +e, 
| apio), Y=X-ei tevis 
i=1,2, us, 
i 【 0, YX 的 其 它 悄 形 。 


(3。2.34) q(x,Y)= 


ax) = > gy), z€ (Z). 


rex 


ivit eaw, j) =1, mv=uRBj=i 否则 为 0。 
(32.35) Brusseltor 模型 


A B+X, ——x,+D, 





2X1+ X,——-*3X, x e 
其 状态 空间 仍然 是 (ZDS. CO Q 和 矩阵 为 : 
halu), J=2+e,, 
hX (U), Y= XCn, 
Ab(U XU ，2 = 光一 e+eiy 


(3.2.36) q = 44 (FD xz), u= tent en 
i=1, 2, u=, 
0, RER pez, 


a) = D, ay), XE (ZE), 


vex 


| 
1 
12 
[> XiU Pi(UV), = x-@¿ +e, 
| 
\ 
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8$3.3 若 十 引 理 


本 节 是 为 下 一 节 证 明 本 章 的 主要 定理 作 准 备 的 。 
(3.3.1) 引 理 为 使 
cQ) =inf Pain(h, x, E) =0 
对 某 4>0 成 立 ， 充 要 条 件 是 存在 uC Z., 
29 (E,) <œ, n21, WE) = co 
而 且 
< [uapa Q, z, E) <æ, 1>0, 
证 充分 性 是 因 
<> |a ps Q, z, E >c (bu, 


往 证 必要 性 。 假 定 c(4) = 0， 则 存在 自然 数 的 一 个 无 穷 子 集 N 。 


使 得 
> inf Ps=iQ,x,E)<co, 


eN, '€: 
进而 ， 我 们 可 选取 子 列 {Xn€ En : ne N), 使 
<>; Pri? Q, Xr, E) <0, 


"ENG 
对 于 ngN,， 任 取 Xn€ En, HE 
l W EN。 
0, 如 nëN.. 


wA) =X, WAN {X}, AG, 
"€N, 


wdx) = Í 


则 
WE) =W), wE) = >) WAT} = co 
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而 且 
<| war Perl, z, E) = 5 Pat Em E) <o, 1 
"€N, 
(3.3.2) 引 理 “如果 对 某 DO, 
inf Pa» (A, z, E) >0 


x€E 





BJ dim #=0, 
证 由 定理 (2.2,5) 和 定理 (2.1.18 立 见 。 】 
(3.3.3) 引 理 
GQ) 如 fe, RB. 
JP" Q, diU =o, 
则 f=0; 
Gi) m p€ 2 H 
foda Paina, x, A) = 0, AC e nE,, n>1, 
则 9p=0。 
证 由 方程 B) 可 见 
f= |3C,df 6) g arao Pena, anfa 
- facsav fara, ao fa, =0, 
从 而 G) 得 证 。 
往 证 GD 。 设 %# 是 9 的 Hahn 分 解 。 由 假设 ， 
Jeta pss Gx, A) = [o aypana, x, A, 
AEENEn n>1. 
于 是 ， 由 单调 类 定理 立 知 
[oan [Pa edn fan 


A | pde jp a,x, du) f Qp 





对 一 切 了 E58 成 立 。 进 而 ， 对 于 了 E8， 只 要 上 式 一 方 存在 ， 则 另 
一 方 也 存在 县 相等 。 使 月 方程 (Fn) ， 便 得 


or = Dor dxd æ, A) 


=X fode (Pra, ,dE Q+ q0, 


AE.) - qy, AEn) ] 
-5 fo- (dx) |P=* Q, z, dp LQ + 


+q) (g, AEn) — q (g, AEn) J 
=g (A), AEŝ, 
AmA pE sm o= 0, 1 
(3.3.4) 引 理 设 G 为 (E,8) 上 的 一 个 可 测 核 , 0O<G<1s 
gE 而 了 是 方程 


f=|GC,dyfrg 


的 最 小 解 。 若 置 D= {XEE, 9g(2) 之 0}， 则 
sup f°(x)= sup f° (x), 
证 如 常 , $ J”=g, 


jeorD= Jae, q +g, n21, 


则 
fP x) = gG) < Sup gy) =sup f° Qp <supf" Y), 
XEE, 
ER 
j" (x)< sup f° (y), XEE, 
MJ 4 z € E-D ñ$ 


jona) = fa (xz, dip f” Qp + g G) 
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= fa (x, dy) f” Gp) 


< sup, f° Qp G (z, E) 
< sup f' (y). 
LEDE, PHP S G< sup f° QD 更 应 成 立 。 故 由 归 
纳 法 立 得 所 欲 证 者 。 1 
(3.3.5) 引 理 Jm dim# =0， 则 
inf Pain (A, z, E) = inf 了 Pain (4, x, E) , 
证 我 们 已 知 ，z(4,*) 是 方程 


.) = [a e. dy) qae) —q(*, E) 
was 人 EW D+ T TO 





losta, <1. 
的 最 大 解 ， 但 由 dim2 = 0 易 见 z(4,，) 也 是 此 方程 的 最 小 解 。 
故 由 引 理 (3.3.4) 导出 我 们 所 需 的 结论 。 J 


8 3.4 唯一 性 准 旭 的 证 明 


本 节 的 目的 是 证 明定 理 〈3.2,1) 。 下 述 定理 是 唯一 性 准则 
的 另 一 种 形式 .一旦 证 得 此 定理 ， 便 可 立即 得 到 (3.2.1) 。 

(3.4.1) 定理 E q XP qO) -q(x, 4A)， 则 gq 过 程 唯一 
的 充 要 条 件 是 下 述 两 条 件 同时 满足 ， 

G) 存在 4>0 使 c() =inf Pain (4, x, E)>0; 

Gü) Fa 过 程 唯一 。 

证 必要 性 .条件 Gi) 显然 是 必要 的 。 如 果 条 件 G) 不 满 
足 ， 则 最 小 q 过 程 中 断 。 此 时 ， 依 引 理 〈3.3.1) ， 我 们 可 以 构 
造 出 ~- 个 wE 多 ;， 它 满足 (3.1.13) 的 假设 。 在 (3.1.14) 中 
取 c=0， 我 们 便 得 到 -- 些 不 中 断 的 q 过 程 〈 依 赖 于 m 的 选择 ) 。 
这 样 ，q 过 程 非 唯一 。 
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往 证 充分 性 。 无妨 设 最 小 4 过 程 中 断 ， 并 设 P(,x,A) 是 
任 一 9 过 程 。 记 
(3.4.2) W(A,zx,A)=P0A,xz,A)—-P=in(4, xz, A), 
1>0, XEE, AEZ. 
由 于 Pein, x, A) 满足 E 和 定理 (2.2.4) ， 我 们 有 
APG, z, A > |a, zd Igy, A) -qd q, A], 


1>0, z€E, AG #nE,, n>1. 
这 样 ， 
uar A= Parda yA -qty A) 
>0, 
i>0, xEE, AESNE,, n>1. 
利用 条 件 Gi) ， 定 理 (3.1.15) 和 引 理 〈2.5.8) 。 GD 得 
WO, x, A) = fu a,x, dp P= (A, y, A), 
4>0, XEE, AG. 
由 此 及 (3.4.2) 得 
(3.4.3) P, X, A) = P=ixQ, z, A) + 
ë fu a,x, dy) Pain (4, Y, A) 
1>0, x€ E, AE8. 
于 是 
afu A,x, dy) P=" (1, y, E) SAP, z, E) <1, 
1>0, x€ E. 
再 由 条 件 G) K5|E (2.4.1) 得 
1<c-iQ P= ,x, E), 420, x€ E, 
综合 上 述 两 个 事实 ， 便 得 
(3.4.4) uQ, z, E) < ajua dpo P=" a, y, E) 
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<c), 420, z€ E. 
TA, HRA, uQ...) (E, 8) 上 的 一 个 有 界 可 W| 核 。 
另 一 方面 ， 由 于 P(4, x, 4) 和 P=is Q, r, A) 都 满足 预 解 方程 ， 
故 由 (3.4.3) 得 


Ja A,x, dy) —u(u, 2, dy) + Q — n) [Pain (4, z, dz) 


xu(u,z,dg) + Q—- u) fu (A, x, d2) jp Q, z,dz/) 
“xu(u,z' ,d) ]P=" (u, z, A) = 0, 
1,4>0, XEE, AES. 
由 此 及 (3,4,4) ， (3.3.3) 。 Gi) ， 我 们 得 到 
(3。4.5) U, £, A) -U(H, £, A) 十 


+ (4 一 及 fp=is Q, x,dyu (u, y, A) + 


+ (14-1) fua, ,ay [P= 0, p dzu, z, A) 
=0, 
4¿,u>0, XEE, AES, 
利用 (8.4.4) ， 我 们 可 将 3.4.5 改写 成 
G,4.6) ulpsX,A) + (u- 4) [Para x, duy, A) 


=uQ,z,A) + 一 四 fu a, £, dy) |Pe"og 


dz)u(u,z,A), 
4¿,u>0, =€ E, AE8. 
如 果 izu, MJ Es K EH, Am 


uz, A> a-p) |Para, x,dD unsy, A) , 
进而 
GAD puma, > pd A Pe A, x, dy) = 
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— d(x,dy) luu, Y, A), >u 
注意 Pmi" (4,X, A) 满足 方程 B) ， 从 而 由 定理 0.2.25) 和 
BIE 〈1.4.1) . CY) 之 证 知 

lim 44 Pai" Q, z, A) — ò (x, A) ]= q (z, A) -9(2)50 A) ， 
XEE, AES 
REE, WE (3,4,7) 的 右 方 命 ->co， 便 得 


uu (u, x, A) > ftac, dy) -q (%)8 (x, A) Ju (u, Y, A), 


此 步 用 到 〈3.4.4) 和 定理 〈1.2.24) 。 于 是 ， 我 们 可 命 
(3.4.8) Vl, x, A= [L Qi + qG0)5 (e, dəp 


-q(x,dy) ju(p,y, A) 20, 
4>0, XEE, AES, 
另 一 方面 ， 由 条 件 G) 和 引 理 〈3.3.2) ， 我 们 知道 dim2 = 0, 
因而 由 引 理 (2.5.8) G) 得 


(3.4.9) u(x, A) = |Pririp, z, d) V uy, A). 


u>0, XEE, AE8. 
RA 3.4.3) ， 便 得 


C3.4.10) PQ,z,A) =P= 0, x, A) + [Peina,z, dip 


x [Vayda Prin a,z, A) ; 
4>0, z€ F, AES. 
另 一 方面 ,将 (3,4.9) 代入 G3.4.5) ， 我 们 得 到 
Prin (4, x, d) EV À, Y, A) —- V (u, Y, A) + Q = u) 





x [Vayda [pana z dz) (Pais cuz’ dz) V (u,z”,A51 
=0, 
1,4>0, x€ E, AG2. 
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由 〈3.3.3》 (DD 得 
f Vay, A -Vy A + Q- m [Vayda 
(3.4.10) | : : 
x [P= 4,z, dz) |P= (,z „dz V (u,z, A) 


=0, 
因此 ， 由 预 解 方程 可 见 
(3.4.12) VA, x, A) — V (u, z, A) 


E Jva,z,ap [P=i"(u,u, dz) 


-= P=" (),y,dz)]V (u,z, A) = 0, 
4,4>0, XEE, AGES. 
现在 ， 我 们 来 证 明 如 下 两 件 事实 ， 


(3.4.13) Vas dy |P=" a, y, d2 V a, z, B) <e , 


Gaan [Vae dy [Peru ydd Vz D <, 


由 (3.4.4) 和 (3.4.8) 知 
V, x, E) <œ, XEE, 4>0, 
然而 


[Peru w, dp V G 9, D) =u 2D = (uc dD) "!, 
从 而 
(3.4.15) Jva,z,ap (Paie (u, 0,42) V (pz E) 


<utc(u) IV Q, x, E) <co, 
此 即 是 (3.4.1 。 再 则 ， 由 预 解 方程 和 〈3.4.。11) TA 
(3.4.16) Pein(4,X,A) 5 VAXA) t, HAAL 
因此 ， 若 4 委 4， 则 由 8.4.1 得 


fv a,x, dy) ee Q, d2)V (u, z, E) 
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<|Vú,z,d |p= A, y, d2 V Q, z, E) <00 
同样 地 ， 车 4>>p， 则 
[Va xd Pen ,9, dV qz, D 


<[Vu,z,ap [Pair qy, dz) V (u, z, E) <00, 


综合 上 述 两 种 情况 ， 便 得 6.4.13). 
现在 ， 让 我 们 回 到 主要 证 明 。 由 (3.4.10 和 9 条 件 得 
0= lim [P 0, z, A) - P=" Q, z, A)] 
=lim 对 Po Q,z, dip fv ,yy dz) Pain (4, 2, A), 


XEE, AEENE,, n>1, 


p fpa a,x, dy) fva, y, dz) Pain Q, z, En) 


>2¿P=is (4, z, {z)) [v Q, x, dy) AP™ Q, y, E.) 


于 是 有 
(3.4.17) lim|V Q, z, dp P= 0, U, E) = 0。 


XEE, n21., 
另 一 方面 ， 由 (3.4.16) MEM 〈1.2.24) G), 
p(x, *)=lim V Q, x, JEZ, 
于 是 由 (3.4.17) 和 定理 0.2.24 GD, GD 得 


Pæ, E) =1im|o(z,dipaPp=s Q, y, ED 


= lim|V a,x, dD AP=in (4, y, E.) = 0 


XEE, Nn>1, 
从 而 





VB) pp, E= >0( E) =0, 14 co, 


由 此 及 (3.4.15) 得 
0=lim|V 0, wd [Pei (py, d2 V (uz, E) 


> [v a, x, dy) [Prin Q, y, d2) V Gu, z, E) 


在 (38.4.12) 中 令 4—co, í$ 

V4, *,E) = 0, 4>0. 
RA (38.4.10) ,得 

PQ, z, A) = Pri? (4, x, A) 

1>0, XEE, AE 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 ] 
(3.4.19 ”定理 (3,2,1) 之 证 只 需 使 用 (3.4,1) ， 

(81.2) 5 (8,1,15) , (8.3.2) 和 《303.65) 。 


$3.5 ”补充 与 注 记 


我 们 已 经 得 到 了 q 过 程 的 唯一 性 准则 ， 它 是 全 稳定 情形 最 一 
般 的 准则 。 所 有 条 件 都 只 依赖 于 q 对 及 由 q 对 完全 决定 的 最 小 g 
过 程 。 可 以 说 ， 我 们 所 期 望 的 只 能 如 此 。 而 且 ， 我 们 已 经 看 到 ， 
在 许多 情况 下 它 是 十 分 有 效 的 。 另 一 方面 ， 我 们 也 已 经 指出 ， 有 
时 候 ， 还 是 不 容易 验证 ， 因 此 ， 针 对 各 种 具体 情况 ， 给 出 更 具体 
的 判 准 或 较 好 的 充分 条 件 ， 也 是 一 件 有 益 的 工作 。 

下 面 ， 我 们 对 定理 〈2.3.7) 丙 作 些 讨论 。 

(8.5.1) 注 若 (3.2.10) 中 的 @ 过 程 唯一 , 则 定理 (2.3。7) 
的 假设 满足 。 换 言 之 ， 对 这 种 @ 过 程 ， (2.3.7) 的 假设 是 必要 
的 。 事 实 上 ， 若 这 种 Q 过 程 唯一 ， 则 由 dim2 = 0 立 知 方程 G, 
2.13) 没有 有 界 解 。 然 而 ， 方 程 8.2.13) 的 解 唯一 ， 它 由 G, 
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2,14) 递 推 地 给 出 ， 而 且 对 固定 的 4>>0, 方程 (3,2,13) 的 解 
是 单调 上 升 的 。 这 样 ， 若 过 程 唯一 ， 就 有 

tu lu,= co, 34 il co。 
今 固 定 4= lo>>0， 并 记 它 相应 的 解 为 (wi :1E 五 ) 。 在 (2.3.7) 
中 ， 取 Es= (0.1, 7], c=) Piztu, ICE, 则 容易 检查 
《2,3.7) 的 条 件 满足 。 

上 述 证 明 还 可 以 一 般 化 ， 设 dim& = 0。 那 么 ， 方 程 
Argaia a) = fadt ay, 


14>0, XEE 
WIER, ERFARE, REGE, BERA. Alt, 我 们 可 取 
9 (G) =E, X) (无 妨 固定 A) ， 使 得 
my(zn) = co， 《Won } CE 





且 
[a dy pw) S(t+q(rX))p(X), XEE, 


这 样 ,从 某 种 意义 上 讲 定理 (2.3。7) 实 质 上 是 dim2 = 0 的 另 一 种 描 
述 方式 、 虽 然 一 般 地 说 ， (2.3.7) Tin “dimy = 0” 的 判 准 优 
越 。 因 为 它 没有 明确 地 给 出 9， 而 最 大 解 有 迭代 解法 。 然 而 ， 它 
还 是 有 用 的 。 例如 说 ， 基 于 上 述 想法 ， 我 们 可 以 给 出 定理 (3。 
2.21) 的 另 一 证 明 。 

(3.5.2 ”定理 (3.2.21) (qi:i'>0 情 形 〉 的 男 一 证 明 。 

固定 4>0。 设 G) 是 方程 (3.2,13) 的 唯一 解 。 则 由 (qi) 
过 程 的 唯一 性 知 W1o0，i¢ co, SRP) =u, WEE, 
i 之 0， 则 由 (3.2.21) 的 假设 知 


Zaen 


Iæ 


ieo 5EET 


SX 22 qu D qusa 
y ëi 
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+ > F Q(X, Y)ur 


t= 


= SS q(x, y) )@u-uo + BD) ay) 


i=o `rez; ERs; 


X (Uks — a) + q(X) Us 
kei 


< qu uk) + qanyi Unyi — Ua) + q (a)ta 
6m0 


<(+q(m))us= (A+q(X)) p(X), =C E, k>0. 
由 此 及 假设 条 件 易 见 (p(X); XEE) 满 足 (2.3.7) 的 假设 ， 故 
(XY): L YEE) IE. ] 
AT23 Q PEL, (2.3.7) 的 下 述 简单 推论 也 是 有 用 的 。 
(3.5.3) 推论 设 也 = Zi, SARM. 记 


Ix] = Drw 
若 存在 CER， 合 
(3.5.4) Zax yl-lrh Cu+lxh), z€B 
MJQ 过 程 唯一 。 


证 只 需 在 (2.3,7) 中 EE E, = {XEE: [z |<n), p G) = 
1+|%|，XEE， 并 使 用 这 里 的 C. 】 

这 个 推论 也 适用 于 $ 3.2 的 四 种 模型 ， 

对 于 马 链 情 形 ， 定 理 (3.1.15) 属于 Reuter[4] 。 定 理 (3。 
2.1) 和 定理 (3.4.1) 属于 侯 振 托 [1] 。 稍 后 , Reuter[5] 给 出 
侯 振 插 定 理 的 较为 简单 的 证 明 。 这 里 的 证 法 与 后 者 相近 。 

定理 〈3,2.10) KER [1] 曾 用 概率 方法 得 到 。 这 里 的 简 
单 证 明 及 定理 (3.2.21) 均 取 自 严 士 健 、 陈 木 法 [2] 。 8 3.2 中 
的 四 种 模型 是 严 士 健 、 李 占 柄 [1] 研究 过 的 ， 

抽象 空间 q 过 程 的 唯一 性 准则 属于 陈 木 法 ， 郑 小谷 [1] 。 
除了 上 面 指出 的 而 外 ， 本 章 的 结果 均 芭 自 陈 , 郑 [1] 。 只 是 关于 
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(2.3.7) 的 讨论 是 新 的 。 
关于 唯一 性 准则 更 多 的 应 用 ， 尤 其 是 非 保 守 情 形 的 应 用 请 看 
RHR [2] 第 八 章 。 
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第 四 章 qd 过 程 的 定性 理论 


在 实际 中 ， 我 们 往往 关心 某 一 种 特殊 类 型 的 q 过程， 例如 说 
不 断 9 过 程 ， 物 理学 上 常 关心 满足 柯 氏 向 前 方程 (又 称 Fokker — 
Planck 方程 ) 的 q 过 程 ， 后 面 我 们 将 看 到 ， 可 配 称 9 过 程 或 者 同 
时 满足 、 或 者 同时 不 满足 柯 氏 向 后 、 向 前 方程 ( 见 87.3) 。 这 
样 ， 自 然 关心 各 类 q 过 程 的 存在 唯一 性 问题 。 按照 g 过 程 是 否 中 
断 、 是 否 满 足 柯 氏 向 后 、 向 前 方程 ， 我 们 可 以 把 一 切 q 过 程 分 为 
22 种 类 型 〈 不 包括 专 论 中 断 的 类 型 ) 、 所 谓 9 过 程 的 定性 理论 ， 
就 是 解决 各 种 类 型 的 g 过 程 的 存在 、 唯 一 性 以 及 它 的 个 数 的 各 种 
可 能 性 。 这 里 ，“ 定 性 ”是 相对 于 “定量 ”而 言 的 ， 它 指 出 各 种 
可 能 性 而 不 是 如 $ 2,6 那样 给 出 定量 的 构造 ， 即 全 部 构造 。 


$4,1 结果 的 陈述 


本 节 将 描述 定性 理论 ， 其 证 明 将 在 余下 各 节 逐 步 完 成 。 
我 们 需要 用 到 《(E, 6》 的 如 下 扩充 : 
ERAGE, 并 记 Es。=EU{ 人 }，8s。=0o(6U{ 人 和信})。 再 命 
da(A) =0，qa (Xx) = q(xX), XEE, 
(4.1.1) iq.G,A)=Iz(a)[q(z, A- {AD+Ia(A) x 
[q(x) ~ q(x, E)J1, XE E,, AEn. 
那么 ，qa (X) q G, A) (XE E AC Es) 是 保守 4 对， 记 它 所 决 
定 的 最 小 q IEA PaA, x, A). 
(4.1.2) 引 理 ”对 每 40,XEE 和 AE5， 我 们 有 
Pš Q, x, A) = P= (4, xX, A). 
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证 由 4P2*(, 人 A,{A))=1 (>0)， 











mja S qa (x, dY) Dsi Š (x, A) 
Pa (zs A fa ra) (4,Yy, A) + FYR 
_ Í q(x, dY) puis d(x, A) 
sh A+ q(x) P3 (hy, A) Xr qxy 
G(X, { A)) pain 
+ 和, 和 
= gedan mis B(x, A) 
-| PETICII Pe APA + FG)? 
xEE, AE8 
及 最 小 解 的 典型 解法 立 得 。 
相应 于 AAD 我 们 可 定义 
Š, (x, dy) 
esa A i kU 1: 
ris {ner ela): i= fe, nÀ (da) j: Pea w), 


1>0, 
我 们 还 要 用 到 ,的 如 下 子 空间 
,= [neru | mdwtaw) -aw BI<o) 
(4.1.3) 引 理 对 每 41>0, 六 ,与 74 是 一 一 对 应 的 ， 进 
而 ， 对 于 某 EY，， 定 义 
m= fm (dx)R Os ma, u>0, 
MMES. AN 2, = 9, H 同时 成 立 或 同时 不 成 立 。 
特别 地 ，dim2, 与 4>0 无关， 记 作 dimy. 我 们 有 dimy = dim 
rA 
证 Rn Cri, i mj EE EBRA, 382. Hi 
m(A= WMD =|, mar | -ew 





J4 4+ga(y) 
q(x.dy) 
=f, naw» |, MED, Acs 
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>AAD= | aa tA 


= 4"! |. nå (dx)q (z, (AJ) 


= 4 ndata) - q(z,D3. 
AMES. RZ, WME, Wé 
(4.1.4) MA mA- (AD +A | mdx) 
X[q(xz) - q(x, E)], AE la 
我 们 看 到 NENI REE i. ER E Z R 3 Q 
m=0 W RX nt= 0, H Ldm7, = dimy 4 5 120 5: (利用 
定理 (2.5.11) 。 事实 上 ， 对 任 给 的 4>0 和 hE 命 相应 的 
YY$ 元 素 为 nt, BS 
$= [MADR Ama), u>0. 
e nt £ E LHRH Hm. Ü (2.5.10, GD AMENS, 
从 而 依 上 面 所 uE, mE, RT 
T (A) = 04(4) = [nt (dw, a, A) 


= M(A)+ a-p [nde Pat, z, A) 
= mA + [md P3 u, z, A) + CADPEN Cp, A, A) 


= nA) + [day Prep z, A) (4.1.2) ) 
=n (A), AE8, u>0. 1 
为 简化 陈述 ， 我 们 使 用 如 下 代码 
G: 一 般 的 ， 
B: BEDE OB) 
138 





下， 满足 方程 (FD 


N: 不 中 断 
和 
C: 保守 
P: 正 条 件 inf Prin (A, x, E)>0,1>0, 
:GB 
以 及 关联 词 
U: 或 者 ， 
上 横 (一 ) : 非 


但 我 们 上 略 去 “ 介 ， 并 且 ” 不 写 。 它 们 的 顺序 自然 是 先 “ 非 ”， 次 
“并 且 ”， 然 后 “或 者 ”。 例 如 说 ， N( 互 UF) 表示 不 中 断 的 、 
不 满足 向 后 方程 或 者 不 满足 向 前 方程 的 q 过 程 ， 

让 我 们 再 回顾 一 下 几 种 等 价 条 件 : 

(4.1,5) inf P(Q, x, E)>0 ENH: PRZ 

Hdimy=0 (W (3.3.2) 和 (3.3.4) 。 

(4.1.6) dimy = 0 当 且 仅 当 

MEN => 人们 (dg D) <o ( 见 (3.2.3)) 。 


以 后 〈 见 (4.3.23)) ， 我 们 也 将 证 明 ， 
(4.1.7) 引 理 在 条 件 P 和 dimYy = 0 之 下 ， 对 每 Es 
(4.1.8) [ndoa - aG, B= eo 


当 且 仅 当 
(4.1.9) lim gun,(E) = co, 
此 处 


(4.1.10) m= [ndora mae) » kA>0. 


最 后 ， 由 引 理 GQ.1.3 8 R Nr” AGE “dimy 
=dim7” , 5 1>0 无 关 。 从 而 也 可 以 写成 = 六 。 
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类 型 | 个 数 充 分 必 要 条 件 





1 |[CUP(dimy =0)](dim2 =0) 


























G 
e |C (dimy >0) UPJ (dimg >)) 
1 |[CU(dimy =0)1(dimg =0) 
BUF — 
co |C (dimy =0)U(dimg >0) 
1 dim2 =0 
B 
oo dimy >0 
F 1 |C(dimg =0)U(dim2 = 0) 
o | tCUdimg >0) dimy >0) 
1 dimy =0) U (dim 7 =0) 
BF La = 





oo (dimg >0) (dimy >0) 


0 |[ICUP(dimy =0)](dqim2 =0) 









































BUF — 
oo | C [IPUdimy>0)1U (dimg >0) 
A 0 |CUP(dimg =dimy =0) 
B . PEAS 
co |C rpUdimg >0IU(dimy >0)1 
eh 0 |cudimy- =0) 
BP — 
œ |C dimy >0) 
s ° [ECUPP =F)1(dimg = 0 
oo B (P (Uy) 1U(dimz>0) 
BF 0 | dimy =0 
oo | dimy >o 
BF ° [CUP =F) (dimg =0) 





œ |C PUCY#PIY dimg >0)1 




















类 m | 个 数 | # 分 必 要 条 件 
| 
| o ICPddimny =dimy =0) 
| L 
NG | 1 |rCUPdimz =cimy = D )(dimz =O 





œ% | (dimg>0)UC (P U (dim2 = 1) j (dimy =1 
| dimy) 





0 |T dimz- =0) 





NBUF) | 1 |Caimz =o uC (dimy = 1) 





oo |caimzy>o vedimz>D 











0 c 
NB 1 Cldimg =0) 
°° Cldimg >0) 





0 |(C(dimz>0) U C dimy =0) 





NF 1 |Cdimy =0) (dimy=1) 


oo | tC(dimy >0) UC 1(dimzr>1p 


0 |C Udimy>0) (dimy =0) 











NBF 1 |Cr(dimg =0) U(dim2z~ =1)] 





œ |C(dim#>0 (dim2r>1) 





0 |5GUP(dimz =0)1(dimg = 0) 





NBUF)| 1 |CPdimy =dimy = 1) (dimy = 0) 











° |C (PU #7) U (dimg>0) U(dimzz>1D 
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个 数 | 充 分 必 要 条 件 





| 0 |cuPdimzy =dinz'=0) 
1 |C P(dimz =0) (dimy =dim7 =1) 
keç B (F UA Uldim >0)U(dim2%>1)1 














0 [CU cimz =0 









1 |T dimy =0) 





= |T dimz >n 


0 |ICUP(F = %)1(dimzg =0) 
NF — 
> |C PUAU dimy>o 
= 0 |Cdimy =0) UT 
NBF 


> [camy >0) 




















= 0 |cuPO = 7 dimz =0) 
NGF 








= |Ë (PU r= U dimg >0)) 


现在 ， 我 们 把 所 有 的 22 种 类 型 及 每 种 类 型 9 过 程 的 可 能 的 
个 数 和 相应 的 判别 准则 列 成 以 上 两 个 表 ， 表 一 和 表 二 . 我 们 用 
C, P, dimy, dmy 和 dim 六 这 五 个 条 件 及 其 组 合 表 出 所 
有 判 准 , 表 一 基本 上 是 依 条 件 由 弱 到 强 的 顺序 排列 的 ; 表 二 由 表 一 
添加 条 件 N 得 到 。 从 两 个 表 中 可 以 看 出 可 能 的 个 数 的 明显 的 规 
律 性 。 此外， 型 B 和 BF 的 两 种 结果 不 同 ， 却 有 相同 的 条 件 ， 
型 下 和 NF, 型 了 BF 和 NBBF 不 仅 有 相同 的 结果 ， 而且 有 同样 
的 判 准 。 
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$4.2 结果 的 证 明 


自 本 节 开 始 ， 我 们 逐步 证 明 上 述 结果 。 其 中 最 困难 的 是 BEF 

型 q 过 程 "”， 我 们 将 在 下 一 节 讨论 。 本 节 讨 论 如 下 几 种 类 型 
B, F, BF, BUF, G, 

(4.2.1) F 型 

因为 最 小 过程 是 下 型 的 ， 从 而 Fe 过 程 总 存在 。 唯 一 性 见 
定理 (3.1.15) 。 反 之 ， 如 C U (dimz>0)， 则 由 引 理 (3.2.7) 
ZAZA, +0. 又 有 dimy>>0 和 引 理 (2.5.10) , Gi) A Z 
在 协调 族 {E97 一 {0} : 120). 这样， 在 定理 (3.1.13) 中 
取 也 = 0， 让 CC 变动 ， 我 们 便 得 到 无 穷 多 个 Fo 过 程 。 

为 研究 也 型 和 BF 型 q 过 程 ， 我们 还 需 若干 准备 。 

(4.2.2) 引 理 iz q 对 保守 且 dim2>>0， 则 存在 无 穷 多 个 
NB, 过 程 。 

证 任 取 YEE， 并 命 


i 
PCs EA) = PC, z, A) tz a n e s 
399 


4>0,z€E, AG #, 

则 由 推论 (2.6.5) 知 它 是 q 过 程 , 而 且 是 不 断 的 .注意 Z(1。) 寺 0， 
由 连续 条 件 易 证 ,对 每 妨 夫 2 妨 , 当 4 充分 大 时 Py, Q, * ,(u,)) = Py, 
Qs (AD), F RP, Q, z, 4) 是 异 于 Py, (Q, z, 4) 的 9 过程 。 如 
果 互 为 无 穷 集 ， 则 断言 已 真 。 若 五 为 有 限 集 ， 则 g 对 有 界 ， 从 
而 由 (2.3.6) A (2.5.16) 知 dimy = 0。 这 矛盾 于 我 们 的 假 
设 。 】 

下 面 ， 我 们 将 把 问题 归结 为 召 型 。 我 们 仍然 使 用 上 W 开头 


e) 3; BF. 2 A8. 
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的 记号 。 

(4.2.3) 引 理 每 一 个 qs GEE Ee) 上 的 限制 是 一 个 
B, 过 程 ;， 每 一 个 Fa. 过 程 在 (E8) 上 的 限制 是 一 个 BF, 过 程 ， 
而 且 ， 两 个 Fo 过程 相等 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 限制 。 

证 若 记 P(4,x,4) 为 Ps。(4,x,A) 在 (EE,8) 上 的 限制 ， 则 





由 
Px, A) = P, Q, z, A) = | p ü, A) 
+è, A) 
A+ qa (X) 
-parano ee, 
4>0, z€E,AG¿. 
及 


Pox, A) -Piu x, A) + Q - ) [PA x, dp Py A) 


= Pa (h, x, A) - Pa (u, z, A) + Q= p) 人 Pa Q, z, dip 
Pa (u, Y, A) + (1-1)Pa Q, xX, (A))P (u, A; A) 
= Pa (å, %, A) ~ Pa (4, z, A) + Q — u) f sa PAQ z, dy) 


* P (u, A) 
=0, 2 u>0, EE, AE8 
立 得 第 一 项 断言 。 类 似 地 ， 由 
PO,x,A) = P.G, z, A) = | aY dz) 
a,x, A) = P, Q, z, A) [Paanan f, ata 
+ è, A) 
å+ qa (X) 
= qy. dz) , a(x, A) 
[Pasan], 1+4) irq)’ 
4>0,XEE, AES 
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及 前 一 项 断言 立 得 第 二 项 断言 。 由 此 及 
Pas A, A) =4Ò(A, A), 4>0, AEE,, 


Paa {AD -No Prae dy gy, (AD 


=i [Pa,z,d ig -qcy, D], 4>0,xEE, 


可 见 P Q, z, 4) 由 它 的 限制 (4,X, 4) 完全 决定 
(4.2.4) 引 理 每 一 个 BF, 过 程 是 某 个 下 e 过 程 在 《EB,6) 
上 的 限制 。 从 而 ea 过 程 和 它 的 限制 是 一 对 的 。 
E RER 
Pa, x, A) = IEX) CPA, z, A- {AH +AA 
[Pax apao] +A), 


1>0 xE En, AE ba. 
此 处 
(4,2.5) d(x)=q(x) -q(x,E), xEE, 
它 是 非 保守 量 。 这 便 得 到 前 一 断言 。 然 后 结合 (4.2,3) 便 得 后 
一 断言 。 】 
(4.2.0 引 理 i 
whe (PEs Q+ q (oF = | , qap tap, 


XEE,}, 4>0 

则 2 与 2 是 一 一 对 应 的 : 

Rao = fiole), XE E,. 
特别 地 ，dimz = dim2s， 

证 可 直接 验证 。 ] 

(4.2.8) B 型 
于 最 小 4q 过 程 是 Be 过 程 ， 因 而 Ba 过 程 总 存在 ,唯一 性 
见 定理 〈3.1,2) 。 若 非 叭 一 且 保 守 ， 则 由 引 理 〈4.2.2) 知 必定 
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有 无 穷 多 个 。 在 非 保 守 情 形 ，dim2s = dimU 0， 从 而 由 引 理 

(4.2.2) 知 ， 存 在 无 穷 多 个 gs 过 程 。 而 且 它 们 在 〈E,E) 上 的 

限制 不 同 。 进 而 由 引 理 〈4.2.3) 知 存在 无 穷 多 个 Be 过程。 】 
(4.2.7) BF 型 。 

由 于 最 小 g 过 程 是 BR 型 的 ,因而 BF 过 程 总 存在 。 如 
dimy =0， 则 B; 过 程 唯一 ， 从 而 BF, 过 程 也 唯一 。 如 果 dim 
六 =0 则 由 引 理 (4.1.3) 知 dimyr4= 0， 于 是 Fe 过程 唯一 ， 
再 由 引 理 (4.2.4) 知 BF, 过 程 唯一 。 反之， 车 dim2 >0 Hdim 
2>0, ME (4.1.3) 和 (4.2.6) 知 dimz*>0 H dim2y*>0, 
故 有 无 穷 多 个 Fe 过程 .于 是 由 (4.2.4) 知 有 无 穷 多 个 BF, 过 程 ， 

(4.2.9) BUF 型 . 

只 要 注意 BUF, 过 程 总 存在 ， 它 唯一 的 充 要 条 件 是 Be 过 程 

和 Fe 过 程 同时 唯一 。 
(4.2.10) G 型 。 

存在 唯一 性 前 一 章 已 经 解决 。 我 们 只 圳 再 证 ， 若 非 唯 一 ， 则 
必定 有 无 穷 多 个 。 但 我 们 已 证 ， 若 Cdimy>0) ， 则 有 无 穷 多 
个 Fe 过 程 ， 而 若 dim2 >0， 有 无 穷 多 个 Bd, 从 而 9 过 程 
有 无 穷 多 个 ， 因 此 ， 我 们 只 需 再 证 : 若 卫 不 真 ， 则 有 无 穷 多 个 9 
过 程 。 然 而 ， 我 们 有 如 下 更 一 般 的 结果 ， 

(4,2.11) 38. q 对 非 保守 且 
inf P(A, æ, E) =0, 4>0, 


则 存在 无 穷 多 个 N BF 过 程 ; 若 q 对 保守 且 dim2 = 0， 则 存在 
无 穷 多 个 NBF, 过 程 。 
证 由 引 理 (3.3.1) 和 定理 (3.1.13) Al, #i uC 2,., 





使 


20 (E,) <, n>1; w(E) = co; 


o<|uca pse (À, x, E) <co, 1>0 
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H. 
(1.2.12) PO, z, =P% (1, x, A) 


za, x» [wdy P" asy, A 
+ ————— 
tw dy) P= Q, y E) 
1>0, xEE, ACS, 

是 不 断 的 q 过 程 。 但 由 非 保 守 性 ，z(4,*) EV, AMER Æ Ba 
过 程 。 另 一 方面 ， 由 于 P(A, x, A) BF。 过 程 ， 我 们 得 到 

>| (Pse a, z, D > wdx) a+ q) >0 
以 及 

[( [odara zan) fau daara 


= (wda P= a, æ, E) = uda) / Q+ q) 


<[wanra, E). 


从 而 

PA, x, E) - P" Q, x, E) 

>| po, æ,dy) — P*is (à, zsdy)] acy dz)/ a+ q(z)), 
这 说 明 PA, x 4) 也 不 是 Fe 过 程 。 

现在 ， 任 取 x C€ E, 3⁄ G 

to, (A) =w(A) + 2-1 (z), AES, n21. 
用 zp, 代替 上 述 w， 我 们 得 到 一 族 N B Fo 过程 { Pn(1, x, Ay: 
Nn 之 1 } 。 现 在 ， 我 们 只 需 再 证 

m+n =>Pa(1, x, A) EPa (4, X, A). 
如 若 不 然 ， 则 由 引 理 〈3.3.2) 及 假设 知 
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[oaa p= Q, x, A [usay pea, x, A) 





s . 
Juda ps Q, a, E) Jus pana, x, E) 


利用 向 前 方程 Fn ， 即 得 
Wn (Ex) S Wn (Er) , k>1 
fwn (dP xs E) [wado P*a, x, E) 


特别 地 





WalE)/W (E) = 常数，k 之 1， 
但 u,,(E),) EW: (E,), Wa(E,) = WE), REFF J. 
至 于 后 一 断言 ， 注 意 由 引 理 3.3.) 知 ， 我 们 依然 有 int 
Pein(h x, E) = 0, 因 此 ,只 需 把 上 述 证 明 中 的 “但 由 非 保 守 性 ,…*… 
不 是 Be 过 程 ” 换 成 “由 保守 性 ， 它 是 Bo 过 程 ”， 其 它 地 方 无 
需 任何 改动 。 1 


$4.3 结果 的 证 明 (E) 


本 节 证 明 表 一 的 后 六 种 类型，BF, BF, F, BF, Bí 
BUF 的 判 准 。 主 要 部 分 是 关于 BF。 

U.D IE ”对 每 个 协调 族 {m.E zx : 4>>0}， 我 们 有 

lim 4m (E) >n, (E) + frama 
进而 ， 若 对 于 某 A>0， 
fndoda = co, 

则 lim hn (E) = co 

证 首先 ， (2.4.3) 和 引 理 (2.5.13) 知 


(4,3.2) 1 ZQ,.)40, 33.41 co; 
lim iz, z) = d(x), xEE, 
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另 一 方面 ， 由 《3,1.9》 A, 
mEt, HAt, 
于 是 由 
An (E) =å, (Œ) + (u — å) [nadaa Q, x, E) 


= pn, (E) -u fado — 4P" (4, x, E)] 
+ md) C1 ap (hx, ET 


立 得 本 引 悍 。 】 

(4.3.3) SIE 设 q 对 非 保守 ， 对 于 某 4>>0，mE 和 rs。 如 
$ (4.1.10) 所 定义 的 协调 族 {7, : 220) 满足 (4.1.9) ， 特别 
地 ， 如 果 1 兰芝,， 则 存在 无 穷 多 个 NBF 过程。 

证 特 款 来 自 引 理 〈4.3.1) 和 “(4.1.3) 。 不 失 不 一 般 性 ， 
可 设 存在 协调 族 {m.E Z, : 420148 lim n, (E) = eo, 对 每 ?之 1， 
任 取 wnEEn， 并 命 

wa(A) =5(x A), AG. . 
于 是 ， 对 每 n 宇 1， 定 理 (3.1.13) 提供 了 一 个 gq 过程， 


Pa, X, A) = P*a Q, z, A) + ZQ, 2) [wap pss Q, #, A) + 


+m (]/[2 fwncdy pss a, E) + hn B)] 
14>0, x€E, AE8. 

然后 仿 引 理 4。2,11) 的 证 法 易 完成 本 引 理 的 证 明 。 1 

下 面 是 本 章 的 关键 性 结果 。 

(4.3.4) 引 理 P SY, dim#=0 BR Z,=2,, WJ 
一 个 9 过 程 都 是 Fe 过 程 。 

证 设 忆 (lx, 4) 是 任 -- q 过 程 ,由 向 后 方程 和 向 后 不 等 式 ， 
我 们 得 到 

PO, x, A) - P=is Q, z, A) 
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>| poi [PA, y, A) - Psix àQ, Y, 4)]。 


这 表明 
Fas A= [Q + qc) dy -q(x,d)] x 


x [P, Y, A) - Pais (4, Y, A)120, 
4>0,zCE, A6G¿,. 
于 是 由 条 件 P， 引 理 (3.3.2) 和 引 理 (2.5.8) 。 © 得 


(4.3.5) PO, £, A) = Paia(h z, A) + | Paso, æ, dy) 
xF,y, A), 1>0, TEE, AES. 
这 样 ， 我 们 看 到 
(4.3.6) [Pana ,DP (bE) < 


4>0, xEE, 
(4.3.7) F, x, E)S< QP=ein (4, x, (z))) <o, 
1>0, xEE, 
于 是 ， 由 预 解 方程 ， 不 仅 有 


[paea dp [Fa y, A-F y, Ay + 
Q- m | Fa, y, dz) [Paistu z, A 


* J Paia(p, 2, dx)F (u, z, 4 =0。 


1>0, AES, 
而 且 大 括号 内 的 函数 是 关于 Pwia(4,%,*) 可 积 的 ,从 而 由 引 理 (3。 
3.3)。 G) A 


(4.3.8) [FO,x,dDRO, uy, A) 


=F(u,x,A) + (u — À) J Fà, x,dy) 
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x | Petaz)FGoz A), 


2, p>0, zC€E, A€ 2. 
如 果 ! 关 1。 上 式 右 方 非 负 ， 如 果 4>>4， 则 上 式 左 方 非 负 。 因 而 
两 边 都 是 非 负 的 。 以 下 固定 4 和 xXx， 并 命 


(4.3.9) pi = | F, x, dPR, uB, *) 


Mio: pp 之 0} 是 测度 的 协调 族 。 因此， 由 分 解 引 理 CG3.1.3) 
知 ， 存 在 与 4 无 关 的 092 € Z, MRES, u>0) 使 


p [e doP, DEZ, 


(4.3.10) {pe = | Bd Paine, y, O + Pb, 


lgo» = fop (du)[(u + q(0))Š (g, +) — 


-gq(y,*)], 
在 每 E， (>1) 上 。 
“特别 地 ， 取 4=4， 我 们 得 到 
ff = 了 (bx )， 


Fl xz,。) = | Bo (dp Pai Q, Y, +) 


| 
(4.3.11) | 
| HPC). 
(ee = [Fax, dD LG+ qc) dy, .) 
-4q(y, *)], 
# E, (n2:1) 上。 
从 而 ， 若 记 
c(u)= inf P=" (u, x,E), 
则 由 上 式 得 


(4.3.12) uF(u,x,E)2> Je di upsisa, Y, E) 


151 





>c (p)? (EŒ), 
(4.3.13) 1>4P(4, x, E) 


= Prin (u, z, E) + | Princu, x, dy)uF (u, Y, E) 


>c tcp) | Paned pw” E), 
但 由 条 件 卫 ，dim % =0 和 (3.3.5) 知 
cH>0, 1>0 
可 见 
(4.3.10 [Peu æd peA Lea- el)) < oo 
由 此 及 (4.3.7) 得 
(4.3.15) 但 md [pois y, d2) 8" E) < oo 
另 一 方面 ， 视 (4.3.8) 的 两 边 为 关于 4 的 测度 ， 并 对 函数 (u + 
+g())6(4) - q(*, A) i 利用 (4.3.9) ， (4.3.10) 
第 三 式 和 (4.3.11) PEIR, í 
(4。3。16) “Pa = 0 + n R 
J Peietp, y, dze, 
在 每 Ex， (21) kE. 
往 证 
(4.3.17) lim p> EŒ) =0 
ERE, H (4.3.16) 30, 
Bery 3324. 
从 而 由 定理 (1.2.24) 。 G) 知 ， 存 在 9zE2 + 使 
pen T g", 当 41 co, 
HE, H (4.3.5) 得 
Jim iF 0,x, A) = Tm 4P=is G, x, {XDAF A, z, A) 
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< lim4J Prin (h, z, dg) AF Q, Y, A) 
= 
= Jim 2 [P Q, x, A) — Pris (4, x, A)3, 
AEENEn, NSL. 
于 是 由 〈4.3.11) 第 三 式 得 
P(A) = lim 82 (A)< lim [AF A, z, A) + 
+| FQ,z,dpqGp1= 0, 
AE ésNE,, n>1. 
这 便 证 得 〈4.3.17) 。 次 证 : 
a.D [Pe GDB <o, 1Lu,v>0, 
设 P(4,x, A) hE q 过程, Him EA, x) =1- PG, x, E), 
则 由 预 解 方程 得 
[aP z, dp aQ, 
=u- uP E EPPA E+ | PG, x 
dy) E, y) - pP u, z, E- (z)) 
>u(1 -uP (u, z, {x}))AP A, x, E) 
2 
+> | Panz, dpt Q, 
-HL1— P (u, z, (z))1., 
§Ş u>, M 
(4.3.19) (M+q(x)) (1- 4P, z, E)) 
r 
>ja, dy) -AP A, y, E), 1>0, xEE, 
FÆ, h FA, x, 4) 的 定义 得 
FO, x E) = Q+ q(2))P GQ, x, E) - ja, dg) PQ, y, E) -1 
<A Egla) -qix E) < co, 2>0. 
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这 样 ， 由 (4.3.12) RERE 
fotodan p" r<cao [em dguF qy, E) 


< cyfa» (dp [qG) - q, E), 


EBBI Z i= 7, W PO €> R (4.3.18) 成 立 。 现在 ， 
使 用 我 们 曾 用 于 证 明 (3.4.13) 和 (8.4.14) 的 手法 ， 可 由 (4。 
3.14) 和 (4.3.15) 导出 


(4.3.20) pe” qap P=is (u, Y, dz) Bo (E) <co, 


(4.3.2D [6 (ay) | Pana, y, do) pe" (<, 
把 3.1D 的 第 二 式 代入 (4.3.16) ， 并 使 用 (4.3.18) , 


(4.3.20) , (4.3.21) ， 预 解 方程 和 {pk 之 0} 的 协调 性 ， 
得 
(4.3.22) P% (E) = pE) + 


+(u- 2) | Bu q [p= Q, y, dz) Po z, dz’ ) Be (E) 
+ Cu- [P10 dup | Paisu, y, dz) (E) 
= om a+ | pe dy | Pena, ydz) "(EF) 
-| 6° (dip | Pincu, 9, dz) pw” (E) 
+ [Pie dype” E) 
-a2” (dp) 05 (E), 


BAM, BAPO: > 人) 的 协调 性 和 预 解 方程 得 
Py, F° 





Gx) j, Sat 
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由 此 及 4.3.1 和 控制 收敛 定 理 ， 在 (4.3.22) H y>, 
便 得 
BH(E) =0, 120, z€E, 
KERA 4.3.11) 的 第 二 式 ， 得 
了 (ax = 站，1>>0，XE 卫 ， 

故 由 上 面 两 式 及 〈4.3.10) ZA PU, x, A) È Fe 过 程 。 

(A.3.23) 引 理 (4.1.7) ŻE. 

由 引 理 (4.3.1) 知 ， 若 (4.1.8) RZ, M) (4.1.9 也 成 
Z. 反之 ， 若 4.19) 成 立 ， 则 在 条 件 卫 和 dim Z = 0 Z T, 
(4.1.8) 也 必须 成 立 ， 和 否则 由 引 理 (4.3.3) 和 引 理 (4.3,4) 
FATA. l] 

(4.3.24) BF 型 

# q 对 保守 ， 则 由 定理 (1.2.25〉 知 ， 每 一 个 q 过 程 都 是 B 
型 的 ， 从 而 不 存在 BF, 过 程 ， 车 q 对 非 保 守 且 Pdim%w = 0) 
FDR, MAZIE 4.3. 知 ， 也 不 存在 BF, FE, 
C(PU (dim >>0)) 成 立 ， 则 由 引 理 (4.2,11) R, 存在 无 穷 多 
个 NBF, 过 程 ， 若 C 和 ;大 六 ;同时 成 立 ， 则 由 引 理 (4.3,3》 
知 ， 也 存在 无 穷 多 个 NBF。 过 程 。 】 

为 叙述 方便 ， 以 下 用 1D| 表 吃 型 q 过 程 的 个 数 。 

(4.3.25) BF 型 

车 dim2 =0, 则 1B| = |BF| =1， 从 而 |1BF|=0。 由 引 理 
(4.2.6) 知 ， 若 dim Z#2>0, Wj dim 2—0, 特别 地 2 人 (4,，) = 
SIEC), OÈ VE RKR, ME ZA, e) E A RKA. A 
后 ， 引 理 G.2.2) 已 构造 出 无 穷 多 个 以 YEEE 为 参数 族 的 NBo。、 
过 程 ，Pay(,X,A), 容 易 验 证 ， 只 要 ga (奶头 0，Pay 就 是 户型 
qa 过 程 。 因为 (U, q.GD 30) 必定 是 无 穷 集 ， 否 则 将 矛 
EF dim 2 之 0 的 假设 。 这 祥 ，| BF，|= co， 注意 对 于 不 同 的 
YEE, Pas EE LORAK ANHE (4.2.3) 和 (4.2.4) 
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知 |B 互 |= e, 1 

(4.3.26) FÆ 

如 条 件 u 

[PU (dim #2>0) U (#7) 
成 立 ， 则 [BF| = co 从 而 |F |= co。 如 
CP (dim # = 0) (Z = 2) 

成 立 ， 则 由 引 理 (4.3.4) 知 |F|=0。 如 Cdimg =0)， 则 |G1 
=| 卫 |= 1， 从 而 也 有 | F| =1。 剩 下 的 情况 是 C(dimz>0)， 这 
可 由 引 理 〈4.2.11) 导出。 1 

(4.3.27) BFE 

如 保守 ， 则 每 一 4 过程 为 了 型 ， 从 而 IBF |= 0) 4 dimy 
=0， 则 || =1， 它 即 是 最 小 gq 过程， 从 而 1BF |=03; 如 C (dim 
>>0)， 则 在 定理 《3.1,.13) rh t= 0， 让 C 变动 ， 便 知 [BF | 
= co 】 

(4.3.28) BÆ 

如 保守 ， 显 然 有 | 瑟 |= 0 如 CP (dim& = dimo =0)， 则 
1G1=1=131I， 也 有 | 瑟 |= 0 如 CrEU(Cdim wy>0)]， 则 由 引 
Æ 〈4.2.11) 知 [B|> |NBTF|=co, Wē(dim7>0), W h 
(4.3.28) % |B| 2 ]BF| =c, l 

(4.3.29) BUFE 

CEBE MFARHKHAA. ] 


$4.4 结果 的 证 明 (再 续 ) 


本 节 证 明 表 二 中 十 一 种 类 型 的 判 准 。 
(4.4.1) NB 型 
WR q 对 非 保守 ，P(4, z, 有 AA) 是 任 一 Bç 过 程 ， 则 由 
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_ (a, dy) 1 
IPO, E) = |a ODB + G 
ax, E) | À 


lta) irq)’ 
知 ，P( x, 4) 中 断 ， 从 而 1NBI =0 

如 q 对 保守 且 dim z=0， 则 显然 有 |NB| =1; 

如 9 对 保守 且 dim 9 >0， 则 由 引 理 (4, 2.2) 知 | NB | = co, 

(4.4,2) NF 型 

如 dim%=0， 则 | 了 | =1， 它 即 是 最 小 9 过 程 。 但 不 论 
Cdim2 >>0) RC, Bha 过程 都 是 中 断 的 。 从 而 | NF| = 0) 

如 Cldimz =0)， 则 1G| =1， 最 小 g 过 程 不 断 ,从 而 | NF | 
=1s 而 车 dim 2 = 1, MFE mE- {0)， 则 由 (3.1.19 知 ， 
不 管 2(4,*) 是 否 为 零 ， 

PQ, x, A) = Pria (4, x, A) +Z Q, X) MCA) / Qn, (E)) 

总 是 一 个 NF 过 程 。 另 一 方面 ,如 互 (, x, 4) 是 任 一 NF。 过程， 
则 由 dim 22 =1 知 ， 必 有 
PO, z,*)— Prin (h, z,*) = p(z)m (e) 
. AH PQ, z, 4) 的 不 断 性 知 P(z) =zQ,2z)/ (Um(E))， 故 此 时 
INF|=1. 

最 后 ， 如 果 C(dimz>0)s& C, HJ z(j*) 关 0。 若 还 有 dim 
之 1， 我 们 可 取 两 个 线性 无 关 的 m”, nPE, PLK ERK 
CEIR;， 使 得 

P, Q, x, A) = Praia(h, zx, A) + 2(4, x) Cen (A) + nt A) 
/[cà4ni) (E) + Ani (E) 13, 
1>0, z€E, A6G2. 
是 一 个 NFç 过 程 。 由 线性 无 关 性 易 见 对 于 不 同 的 c, P. Q, z, A) 
是 不 同 的 q 过 程 。 1 
(4.4.3) NBF 型 
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注意 只 要 |NB| 和 |NF| 之 一 为 0， 就 有 |NBF]=0; 若 
INB1=|1NF|=1，co， 则 必定 有 |NBF| =1, co, 38 F K Æ 
C(dimz>0) (dim 7 = 1) 的 情况 .此 时 ，| NF 1= 1， 且 每 一 4 过 
程 必 为 B 型 的 ， 故 也 有 | NBF| =1。 2 

(4.4.4) N(BUF) 型 

这 是 NB 型 和 NF 型 判 准 的 综合 。 

、(4.4.5) NG 型 

in CP (dim y = dim y=0)， 则 9g 过程 唯一 旦 中 断 ， 从 而 
NG|=0. 

如 Cdim2 = 0)， 显 然 有 |1NG |= 1. 

(n C P (dim# = 0) (dim 7 =dim2r=1), WJ h (4.3.4) 知 
TF|=0, BH |NF |=1 S£ ING |= 1. 

如 Cldimz>0), M |NG |Z |NB| = co 如 CP， 则 由 引 
Æ (4.2.11) [NG |= co, {mdim7>1, MJI|NG| 2 |NF| 
= co BH, #n C (dim =1+ dim 2), MJIH3|EE (4.3.3) 知 
NG |= co。 1 

(4.4.6) NBF 型 

重复 BF 型 之 证 ， 见 (4.3.29 。 J 

(4.4.7) NBF 型 

如 Cldimg =0), 则 |G1=1= |F|, Am INBF|=0; 如 
Č, 则 |INBF|<INB|=0. 反之 , 如 C(dim2z>>0)， 则 由 (4。 
2.11) 知 |NBF |= co, 1 

(4.4.8) NFẸ 

与 下 型 相同 ， 参 考 (4.3.26) 之 证 。 P 

(4.4.9) NBF 型 

如 CUC (dimy=0), 则 |NBF| < |N B |= 3# | NBF | 
< NF |=0. 

如 CG (dimz =1), MJ |NF1=1, FH. (4.4.2) 的 证 明 可 见 ， 
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这 个 NF, 过 程 也 是 吾 型 的 ， 从 而 |NBF |=1. 

如 Cdim >>1)， 则 (4.4.2〉 的 证 明 中 所 构造 的 无 穷 多 个 
NF, 过 程 都 是 Bs 过 程 。 故 也 有 NBF |= oo, 1 

(4.4.10) NB 型 

如 CUCP(dim%=dimy=0), MJ 0< |NB| < |[B]|=0, 

W CP (dim # = 0) (dimy=dim 闻 =1)， 则 可 依次 读 出 
INB|=0, INBF|=0 (由 (4.3.4)) , | BI=1( dimg =0), 
INF|=1. 从 而 INB|=1. 

如 CLBU (yD)U (dim#>01, 1 | N 吾 | >| NBF |= 
œ; ip C(dim zZ>1), W INB] 2 |NG]| = co。 ] 

(4.4.11) NBUÐ® 

这 是 NB 和 NF 的 组 合 。 J 


$4.5 补充 与 注 记 


侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 最 早 就 马 链 情 形 完成 了 Q 过 程 的 定性 理 
论 这 一 深刻 、 繁 难 的 工作 。 郑 小 谷 [2] 把 侯 、 郭 的 工作 推广 到 抽 
象 空间 。 这 需要 寻找 新 的 分 析 证 明 以 代替 原先 有 关 的 概率 证 法 。 

本 章 基 本 上 取材 于 侯 、 郭 [1] 和 郑 [23。 这 里 ， 我 们 引进 了 空 
间 黎 ;( 之 0)， 使 条 件 更 为 清晰 。 我 们 也 补遗 了 两 种 简单 类 型 
BUF 和 N BUF), 





第 五 章 q 过 程 的 耦合 


HA (Coupling) 工具 的 发 展 主要 是 因为 无 穷 质 点 马尔 可 夫 
过 程 〈 又 称 无 穷 粒子 系统 ) 的 研究 。 现 在 已 经 清楚 ， 对 于 一 般 随 
机 过 程 的 研究 ， 它 也 是 有 用 的 工具 。 本 章 中 ， 我 们 将 先 讨论 耦 合 
的 基本 条 件 。 然 后 ， 在 以 下 各 节 里 ， 依 次 研究 这 些 条件 。 在 最 后 
一 节 ， 我 们 将 给 出 耦合 的 几 种 基本 形式 。 

本 章 也 是 下 一 章 的 准备 。 我 们 总 假定 9 对 保守 。 


$5.1 耦合 的 基本 条 件 


本 节 将 导出 看 合 的 三 个 基本 条 件 ， 边缘 性 、 正 则 性 和 保 序 
性 。 为 了 说 明 耦 合 的 意义 和 用 法 ， 我 们 来 看 看 一 个 古典 的 例子 。 

取 状 态 空 间 为 五 = {0, 1,…, 入} 的 离散 参数 马 氏 链 {Xr} 0, 
设 它 的 一 步 转移 矩阵 是 (Pij:i,jEE) 。 记 nt 步 转移 矩阵 为 

(PP :i, jEE) 。 
(5.1.1) 定理 EFE m> 使 
(5.1.2) minPy 0 =s>0 

则 极限 
(5.1.3) limP =u; 

存在 、 严 格 正 且 为 一 个 平稳 分 布 。 

证 设 {Xwj}n>s。 和 { 和 yw>。 是 两 个 独立 的 、 分 别 以 ii 和 jj 为 
出 发 点 并 具有 同一 转移 矩阵 (Pw) 的 马 氏 链 。 我 们 把 它们 放 在 
同一 个 空间 Ex E=E 上 ， 得 到 一 个 二 元 过 程 X,= X, XD), 
n20, EX? 和 XP 必 在 某 一 步 相遇 。 事实 上 ， 它 们 在 前 m。 
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步 相遇 的 概率 
> 六 proPpgo>Ne=e>0。 
k=n 

AT, Wm 步 不 相遇 的 概率 <1-e。 简单 的 分 解 表明 , EN 
mm 步 不 相遇 的 概率 过 (1~ 6)">0， 当 mn 一 co， 这 便 证 得 上 述 
断言 。 

现在 ， 我 们 修改 Xs 如 次 :在 X= XX 之前， 保持 Xs 不 动 ， 
自 它们 相遇 的 时 刻 起 ， 把 Xi 和 XP 取 为 一 样 的 轨道 。 这 当然 
不 会 影响 过 程 党 ,的 马 氏 性 。 而 B, 加 "的 两 个 边缘 分 布 恰 是 原来 
两 个 过 程 的 分 布 ， 即 


pH D 


CRE {i }x El= PY, 
ex {= Pp, 
Ab Pus 为 {多 ,)} 的 分 布 。 进 而 
| ty -PP | 

S Pcx = kz XP- PUPAE = x 

<PuprX06 X: n<m]>0, m-=co, 
后 一 个 不 等 式 是 因为 若 在 ?处 Xe=X2， 则 % T £ m>2>n, 
XI = XO. 最后， 由 于 max Pie 和 min Pi” 对 每 kEE， 分 别 是 
n 的 减 函 数 和 增 函 数 。 由 此 容易 完成 定理 的 证 明 , 

上 述 修正 后 的 { 芭 Jna ELX hna N KE) n k A 
个 耦合 使 我 们 立即 导出 所 需 的 极限 性 质 .这 里 , 我 们 已 经 看 出 耦合 
的 第 一 个 基本 条 件 6.1.4 ， 我 们 称 之 为 边缘 性 。 

设 (Ei, é) 为 任意 的 可 测 空间 ， Xi) >o 为 其 上 的 马尔 过 
E G= 1, 2). ERPS H E= E, x E,, 2 =- & x ba 再 设 iso 
3 (Ë, E) 上 的 马 氏 过 程 ， 为 使 入 1) 为 EOM AO HEE 
我 们 要 求 ， 

(5.1.5) 边缘 性 


G.1.4) 
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Pe, IRCA x EJ= PS [XO EAJ, 
Peus DX, C E, x A,1= P%#r Xe €A], 
XECE, ACs, i=1,2, t>0, 
对 于 9 过 程 来 说 ， 我 们 可 以 使 用 转移 函数 将 上 述 条 件 改写 为 
(5.1.6) PG, (X X,), A,X Ep) = P, t, 21 A1) 
Pe, G, x), E, x A = P, (t, x, A) 
XiEE, AEs, i=1, 2, t20. 
我 们 自然 希望 契合 过 程 也 是 一 个 9 过 程 ， EHINI - q Ç, 
D cR AEs), ERE 
(5.1.7) EWIE q&) - q(x, A) 是 保守 9 对 ， 而 且 相应 
的 4 过程 唯 一 。 
以 后 ， 我 们 称 这 种 9 对 为 正则 的 。 
有 了 时候, 我 们 使 用 耦合 过 程 来 比较 一 个 9 过 程 从 不 同 的 出 发 点 
出 发 之 间 的 序 关系 ,此 时 ,自然 有 E, = E,=E，6,= 6, 三 6。 在 E 上 
有 半 序 关系 “和 ”。 我 们 的 目的 是 希望 知道 耦合 过 程 是 否 具 
有 
(5.1.8) 保 序 性 
XX SP x [X06 < X0J=1, t>0, G, 2) EÈ, 
KE Fú e 可 测 函 数 了 是 单调 增 的 ， 如 果 本 
(5.1.9) x, <x, => f(x) SIX), (Xi x,)€ F. 
这 样 ， 如 果 (5.1.6) - (5.1.8) 满足 ， 则 对 于 每 个 非 负 单调 增 函 
数 f, 我 们 将 有 
(5.1.10) sx, => P fx) PPS), 
(x zx) EE, t>0. 
此 处 


(5.1.11) PP G0) = Pit zx, df ,i=1,2. 
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$5.2 边缘 性 


本 节 研 究 边缘 性 条 件 〈5,1.6) 的 更 为 方便 的 等 价 形式 。， 
车 记 Q a- -q q G, A) 所 决定 的 最 小 4 过 程 为 Pa, LA, 那 
么 ， 由 保守 性 立 得 
LmP bt BED ge D - q DGE 
ZEE, Xe Z. 
从 而 由 (5.1.6) 得 
q.(x,, A) - q, (xDI4 (x,) 


= limP i (t, z, Ai) — 5 -Ò (z, A) 
(E) 





tho 


2 lim Pt, (Xu Xs), Ax ED) ~ be AD 


=I), Ax E) - q(x, z)l14G), 


(i, z) EE, AE, 
于 是 ， 由 单调 类 定理 立 得 


fa esay) fy -q (x) f(x) 


= |<, x), du, dY) f GJ) -gx Df), 


@, z) EE, fess 
使 用 算 子 形式 将 是 方便 的 。 定 义 


Qg: (x) = ja: (zi, du) (g, (g) — g, (:)) 
gC, i=1, 2. 
Df (x, xD = ficas x), du, dY) F Yis Y2) - f G: x.) 
i x) € Ë, fe, z. 
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这 样 ， 若 将 fE 58 视 为 fEs6， 则 我 们 已 有 
6.2D Dfe, XD) = 与 无关， 了 E581， 
Qf x, *) = 人 ,f 与 Xi 无 关 , 了 E66,。 
换言之 ， 我 们 已 证 得 
(5.2.2) 引 理 (5.1.6) => (5.3.1) 。 
下 面 ， 我 们 将 证 明 (66.2.1) => (5.1.6) 。 为 此 ， 需 要 几 条 
简单 的 引 理 。 
(5.2.3) 引 理 ¿z qO) -q(m, A) A qnx) — qr (x, A) 
(n>1) 是 一 列 q 对 ， 若 对 于 每 YE 和 4E2， 
Gn(X, A)—>q (x, A), n>, 
则 
G) W-T£ 20, z€ E #1 AG, 
lim Par, x, A) > P=" (A,x, A); 


To 


Gi) 若 还 设 q(xX) -q(x,A) E, M3 T S 14>0, z€ E 
m AES, 
lim Pid, x, A)= PQ, x, A). 


Jk Ak PEC, x, +) 和 Pmiw(4, x, +) 分 别 表示 由 g) - 
Q(x, +) Wq) -q(x,A) 所 决定 的 最 小 9 过 程 。 当 q 对 正则 
BJ, KE min 不 写 。 
对 于 非 拉 氏 变换 形式 ， 结 论 亦 真 。 
证 由 向 后 方程 及 定理 (1.2,24) 。 Gv) 得 
lim Prin(h, x, A) 


= 





—lim | aing) in Ò (x, A) 
>= JA q) Fa Qp A tin T na 











q(x, dy) lim Pain òx. A) 
>f A+ q. (z) =F PEO, Y, A) ETTC 
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然后 由 比较 定理 (2.1.11) 和 定理 (2.2.5) YẸ G). 
往 证 Gi) EHE h, Xo 和 A, Ë 
lim P? i" (ho, zo, A) >P Cos zo A) 


= 


则 由 已 证 的 G) 知 
1>lim hPe! (1o, £o E) 
>lim Aa Pat” (Aos Los Ao) +lim Psin (Aps Xos AS) 


DAP Cas Los Ag) + hP Aos Xos AS) = 1. 
导致 矛盾 。 类 似 地 可 证 最 后 的 断言 。 1 
(5.2.4) 引 理 # q G) 和 9,(X) AR, WJ 
Ny G.2.1)=>6.1.6), 
证 设 g (x) -qG +) 满足 (5.2.1), MUJ 
5.2.5 QX) = Ek), (Ex E) -(G,sz)) 
< q(x1, x,), (E, ~ (x,)) x E) 
+ q(Gu 2), E, x (Es~ (z) 
Zum =Q (X) +X), (w, X) € E. n 
从 而 q(x) 也 是 有 界 的 ， 进而 ，2G=1，2) MAH) R G 
=1, 2) Mas 上 的 有 界线 性 算 子 ， 而 且 相 应 的 马 氏 半 群 有 表现 
Pi@ = 3-0, i=1, 2 


(5.2.6) E 
PO) = Dro 
另 一 方面 ， 由 (5.2.1) 知 
Qfce,x) = 9,f 5 x, 无 关 
进而 由 归纳 法 得 
(2) = 人 9 于 — 5 x,JG2:, n>1 
由 此 及 (5.2.6) 即 得 (5.1.6) 。 1 
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(5,2.7) 注 每 一 个 9 对 可 用 有 办 9 对 通 近 .事实 上 ,只 需 耻 
q.,G) = q@) An, q(x, A) = x= q(x,*), n21, 


此 处 约定 0/0= 0。 或 者 命 也 ,= (z€ E : qn), FW 
qa. (x, dy) = Ir, (x) q æ, dy) ,Gn(X) = q. x, E) , 

G.2.8) 定理 É q. G) 一 -qi(Xi:，*) G=1, 2) 是 任 给 的 
两 个 q 对 ，4 G -了 (X，，) 是 满足 (5.2.1) 的 g 对 ， 再 设 三 
+q 对 均 正则 。 如 果 存 在 有 界 9 对 序列 G? @ə)-g" (Xi,，*) 及 
相应 的 满足 (5.2.1) 的 @ 对 序列 ge D-a 中 (xX,，。)) ， 使 得 


fg (Xi, A) —> q: (Xis A), xi€ Eir A, € bi 


(5.2.9) Ls u s ea ns 
L q (x, A) qa, A) , XEE,AES., 

WA, (5.1.0) > (5.2.1)," 

证 由 引 理 (5.2.2) ， 我 们 只 需 再 证 (5,2.1) => (5.1.6). 
H fE G.2,1) 和 引 理 〈5.2.4) 知 

Poq, G, £) , A, X Ez) = PP (t,x1, AD) 与 x, 无关， 
从 而 Po (Q, (Xis zx), A,x E, = PPA, zi, A) 与 xx: 无 关 
但 由 引 理 (5.2.3) . GD 知 

lim Poa, (x £) A,X E) = PQ. (XiX), A,X E) , 


lim PP (A, Xis A) =P, ,x1, A) ， 


Tæ 


故 
PQ, (Xi, Xs), A,x E) =P, Q,xz,, A) 5 2, 无关， 
由 定理 (1.5.3) Z (5.1.6). ] 


*).R H SRTSHRIX E 056 RETR A.D, 
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$5.3 正则 性 


关于 gq 过 程 的 正则 性 ， 第 二 、 三 章 已 有 详尽 的 讨论 。 本 节 研 
TEE q 过程 的 正则 性 和 它 的 两 个 边缘 过 程 的 正则 性 之 间 的 关 
系 。 首 先 ， 我 们 有 如 下 的 一 般 性 结果 , 

(5.3.1) 定理 设 9 对 qi(GD) 一 qi(Xi,*) (i=1,2) 及 其 

ETOR Ia, |) 满足 条 件 6.2.1) 。 若 耦合 4 对 正则 ， 
则 每 个 边缘 q 对 必定 正则 。 _ 

证 DAH aA.) MZA.) 表示 方程 


[20% ,) = -jpo ZY)» 


[ o<z( 9 <1, i=1,2, 
和 方程 

| zu o = [Add Fa, yD, 

¿+ qC) 

lo<Za, <1 
的 最 大 解 。 往 证 _ 

(5.3.2) ZQ, (Xis Xs)) >Z, A, X1) V2, A, X), 

s XX) € E. 

由 比较 引 理 (3.2.7), 为 证 zQ, (C, z) ) 22, Q, e), RMR RER 


za, zy < [Tene dpo), (4,y), 
4+q (Xis X) 


XEB,, 
但 由 (5.2.1) 知 


ace x), dy duy Q, U) 
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E fa G, dY) Z Q, Y) + ERESIA UEN, 
=q (X) Z, A, x1) 

= arq (Xis Xa)) ZN, x1) 
故 证 得 ZQ, (5X2)) 达 2 (se) 。 对 偶 地 ， 我 们 有 2 Q, (X, 9)) 
>Z, (h,e) . H (5.3.2) 及 定理 (2.5.10 立 得 本 定理 。 1 

上 述 定理 在 一 定 程度 上 简化 了 我 们 的 研究 ， 因 为 我 们 只 需 考 
虑 耦合 q 对 的 正则 性 便 已 足够 。 然 而 ， 一 方面 耦合 q 对 比 原先 的 
边缘 q 对 复杂 ， 另 一 方面 ， 事 先 给 定 的 是 边缘 q 对 ， 对 于 它们 ， 
满足 条 件 (5.2.1) 的 耦合 有 多 种 取 法 〈 参 见 $ 5.5) ， 因此 ， 自 
然 关 心 何 时 可 由 边缘 q 对 的 正则 性 导出 耦合 q 对 的 正则 性 。 

由 (5.3.2) 可 见 

ZQ, (Xi, X2)) SZ, As X1), X, E E,, 


inf ZA, G 22)) >20, 2), E Ez, 
aç 1 


这 预示 了 从 边缘 过 程 的 正则 性 导出 耦合 过 程 的 正则 性 的 困 
难 。 因 为 ， 从 边缘 的 正则 性 ， 我 们 所 能 期 望 的 结果 是 inf ;2 


(tD) =inf ZQ, (e122)) =0, 但 这 并 不 能 间接 推出 z0, 
z, €E: 


(wi XD)) =0, G@ozə€Ë, 下面 的 结果 使 用 不 同 的 方法 ， 也 是 
相当 一 般 的 。 

(5.3.3) 定理 ”如果 边缘 9 对 g) -q(xi,*) (i=1,2) 
满足 (2.3. 的 假设 ， 则 每 一 个 满足 (5.2.1) 的 耦合 q 对 必定 
EW. 

证 对 于 gi(Xi) -q Eae) ， 记 (2.3.7) 中 相应 的 划分 和 
函数 为 Ej”, 92 faci, i=1,2. Hz 

E,= Ex EP, n21, 
PEE) = PL KD + Pa G), Go Xo) € E, 
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则 Barcin EE, 也 (5.2.5) 知 
gxi x) < (x) +Q. G) , (Xx) cÊ, 


从 而 
sup Qez) <s mG) + oy LX) 
(rs EE, n ezh 
<æ, 
再 则 B 
lim inf p(x, £) 
si TEE 
=lim inf (@,@)) + p, (x,)) 
=e eE 
>lim (inf p, (x) 人 inf P, (x,)) 
meo x, € (El))e OT 
=0, 
由 假设 


ecosamw GJ) < (cit q.(x)) p. G), 


x€ Es i=1,2, 
故 由 (5.2.1) 得 


fa Xis X), dY, dY) P Yis Y2) 
= q (Xis X) Pı (X1) +J (x, dg.) Pi Y1) - q, G) P, (x) 


~ f 
+ q G z) Pa (z) + |q, G, dYa) P2 (J) 一 


% (X2) Ç, @%) 
<q, yu ) + t 《Ci Vc) P2) 
= CVt yna 2)) Pasa Xa), 
š. a (x1s z € Ë, 
HED- O) 也 满足 (2.3.7) 的 假设 。 — 1 
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使 用 这 里 的 证 法 ， 或 者 由 〈2.3.11) , Filiis 

(5.3. 推论 若 边缘 9 对 同时 满足 (2.3,2) — (2.3.4) 
之 一 ， 则 一 切 满 足 (5.2.1) 的 耦合 q 对 是 正则 的 。 

由 定理 (5.3.3) 和 (3.5.2) 得 

(5.3.5 推论 若 边缘 @@ 矩阵 满足 (3.2.21) GER 地 ， 
满足 (3.2.10) ) ， 则 一 切 满足 (5.2.1) HB) 5 @r q XJ 2 YE HU 
的 。 

一 般 情 形 的 解答 见 (5.6.5) 。 


$5.4 保 序 性 


本 节 研 究 保 序 性 ， 假 定 E= EF,= EE，51= 8.=8， 在 上 赋 
有 可 测 的 半 序 “和 多 3 ios =, z<) =F g 2 TN. 
TE q 对 正则 。 现在， 我 们 可 改写 G. 1.8) 为 

(5.1.8) 保 序 性 :对 每 (xs z) € F fm t>o, 

Pë, œx) P) = 1。 

由 保守 性 ， 在 上 式 中 取 导 数 ， 得 本 

(5.4.10) Q(Gsz),F9=0, Et) EF. 
事实 上 , 我 们 有 

(5.4.2) 定理 (5.1.8) €> (5.4.1) 。 

证 只 需 再 证 (5.4.1) => (5.1.8). HEER, 
CMEA se) -0 
À+ Q(X X) 
Gr x) € F. 


PY Q, G z), F) = 


车 设 ~ ~ ~ 
P (A, (X1, X£), F°) =0, (XiX) €F, 
则 ~ ~ 
P+O (A, (2), F°) 
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= (G z), dy d) pin Q, W Yd Fo) 
A+ qlXi, X) 
Poa, (cx F°) 
Tær z), du d) Bin Q, (yd FO 由 G.4.0) 
F A+ Q, r ) 
=0, (由 归纳 假设 ) 
(zx) €F 
故 由 归纳 法 得 
Pod, xo, Pe) = 0， (xx EF, n> 
进而 由 定理 (2.2.5) 和 (2.1.5) 知 
Pa, (CREAR Fo = 0， (ŒX X) € F, 42>0. 
故 由 拉 氏 变换 的 唯一 性 定理 得 (5.1.9) 。 1 


$5.5 耦合 的 形式 


本 节 将 介绍 几 种 耦合 ， 从 这 里 我 们 可 以 看 到 看 合 形式 的 多 样 
性 。 

设 hoh, 为 8 上 的 两 个 有 限 WL EE, Ca,- u) J h- D B 
Jordan ~ Hahn 分 解 ， 令 

MB Au = Bi = (i — n) t 

则 显然 有 C An,.= An. 

Sql) -qh End) G=1,2) 上 的 两 个 9 对 ， 
常用 的 是 如 下 情形 ， 

ECE, (EÙ ib, ECE) HE, E68,( 相 应 地 ，E,€ 2) 。 
此 时 ， 若 补 定义 

q(x) =0, =€ E,—B,, 
我 们 可 将 qi (z) -q (Xi。) 自 然 地 延 拓 Enl) E. 因此， 
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以 下 我 们 只 考虑 : 
E,=E,=E, 6,=6,.=6. 
下 面 是 最 简单 的 一 种 耦合 。 
(5.5.1) 独立 耦合 


Š$ (Xis X) = fa (Xis dY) F Yis Xa) — f (a X) ) 


* | (X23 dYa) (Í (Ki, Ya) — f Ga, X2)) 
= (Q,fG, z)) G) + (Q,f (x, D Ga), 
Gu, z) € E, f€, Z, 
这 里 ， 两 个 边缘 过 程 独立 地 运动 。 
也 许 ， 下 面 的 耦合 是 最 有 用 的 。 
(5.5.2) 基本 炉 合 
Gf (x1, x) 


=f (z °) — qh (xs * )) * (dp (f (g, 2) — f Ga, 2) 
+ Jaa, s) =q (w, °)) + (dy) (f (x1, Y) — f oi, m,)) 


+j a (x, t) Aq, G, °)) (d) GU) -f Gu, 20), 
Gu z) CE, ferd. 
相应 的 9 对 在 可 测算 形 上 的 值 是 : 
(5.5.3) q (G,,z),A,x A) 
= 14, (8) (qr (xi, °) — q, (x, *)) + (A) 
+ La, G) (Ea *) — gi Gr )) * (A 
+ (qk x, °) AQC Xas )) (A N A), 
XiEE A.C; 1=1,2, 
它 显 然 满 足 6.2D 这 个 耦合 的 意义 是 ， 两 个 边 缘 过 程 在 保持 
马 氏 性 的 条 件 下 以 最 大 可 能 一 起 运动 。 
往 证 ， 对 于 这 种 耦合 ， 条 件 〈5.4.1) 成 为 
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(5.5.4) REE: GFA xi 2a) EF, 
(qi G; ) —q.,(z, *)) t (gC E; g>x,)) =0 


(qi (Xs, *) — qi (Xs EYEE: g<x,)) = 0, 
事实 上 ,由 (5.5.2) 得 


j q (Gu x), duo AY,) Í ho 9) 
= ja. (Xi $) — q, (Xas *)) E (d) f Yis Xa) + 
+ (Gs (es 3) = a Go D Gy Cx go 


+ j (qi (Xi °) Aq, Gu, °)) (d) f (YD e 


(zz) CE, f€; 8, 
特别 地 ， 


(Gu, 2) Fe) 


和 ja, (Gr, °) — qa (X, *)) * (dY) IRE Yis X) 
+ | (qa (21°) — qi (Xis *)) + (d) I (a, 8) 


+ | (q, Gs *) Aq, (zs, *)) (dp IFE (YW 


= (q, (Xi *) —q, (z,, *)) *((J CE; >x,) 
+ (q, (Xs *) — q (Xis *))* (UCE, YRD. 
这 表明 (5.5.4) <> G.4.1) 。 
AE, O E= {0,1,…}。 则 相应 于 G.5.2) 的 耦合 是 
(5.5.5) Qf Ci,i,) 


= X (at-a sqa, i) -fii 





+> ia- grD* fisk) - f Gni) 
k>0 
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+ DANG k, k) -fi,i)) 


Gsi) EE, f Ere. 
此 时 ， 条 件 (5.5.4) RI 。 
(5.5.6) ”对 每 Gid E E, i<i, 


1) (2. (1) 
Qu, H <q ， qhi -a a 


WR Ca = (98 ， 则 条 件 〈5.5.6) 可 解释 为 ， 随 着 行 号 的 增 
加 ， 在 @ 甜 阵 对 角 线 的 上 方 ， 每 列 元 素 单 调 上 升 ; 而 在 下 方 ， 每 
列 元 素 单调 下 降 。 

如 果 ADMD 是 零 同 的 

gh=0<>q?= 0,4, jEE, 
则 我 们 还 可 以 有 更 细致 的 耦合 形式 ， 为 书写 简便 ， 记 
Laf Gsi qiia alf G i+ k, i) -fG,,1p)1 
Iåf Gsi) = q. a [f G, iatk) f Gü, i)] 
I #f Gsi) = (g, i Gtk, i) -fi,i,)), 

I3fG,i)= (q Pu-i * (fi, itk) -f Gsi), 

Lif Goi) =q Qa Aq af itk, itk) = f si). 
此 处 kzi., KAEk, LRO 无 意义 ， 则 约定 为 0。 现 在 ， 可 
以 写 出 耦合 的 算 子 形式 ， 

(5.5.7) 总 fi 

=D Adit LHF 1) Laisi) 


isi 


+ dat TRF,i,) Iassi) 


+ DEA+ I+ Fi 1) Ia Gsi) 


ET 


+ d+ lat Laf Gi) Iasi)» 


bæ 
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($y iD CE E, feas. 
itik R 和 和信, 分 别 是 “ 生 ”、“ 死 ”关于 序 关系 的 例外 集 : 
=(]>0; HFE i fË q. 0) 
na 人 >0: FE il q2 >00) 
为 求 得 保 序 条 件 ， 只 需 看 I 和 了 两 项 。 于 是 得 到 
Qi a , k>1, (ii)EAub 
qia iZ qi a , k>1, (i,i,) € A,, 
如 果 i G€ Evi=1, 2, Wa) 本 身 就 是 9 过 
程 Pilt, Xi,*) 所 导出 的 跳跃 过 程 的 一 步 转 移 概 率 。 这样， 相应 于 
离散 参数 的 马 氏 过 程 的 耦合 〈 例 如 见 Griffeath[2]) 可 以 直接 应 
用 于 连续 参数 的 情形 。 例 如 说 ， 取 
(5.5.9) gq(G,z),A,x A) 
= (qk (z, *) Aq, (Xas *)) (A, n A) 
+ (LG, °) — qs (z, *))* (A) (q, Xs, °) — q, (z, 9) * (AO 
1q (x1,* ) 一 ga (as | 
(xy xi) EE, AC 2.i=1,2, 
此 处 ， 两 个 概率 测度 和» 的 差 的 范 数 定义 为 
lu- vl= (a — v) * (E) = (u ~v)“ (E) = (v — n) * (E) 


(5.5.8) 





=Th-v 《|*| 表 全 交差 范 数 ) ， 


如 | qi Xis °) — Q: (Kas) = 0， 则 上 式 右 方 第 二 项 消失 。 易 证 
(5.5.9) 所 定义 的 9(X) -q(x,*) 也 满足 (5.2.1) 。 
一 般 地 ，q:(Xi,*) 不 必 是 概率 测度 ， 但 车 定义 4i 上 的 概率 


测度 
Ç ¿ye z E e _— QG) ` 
mi) = GD AG G 1 C Qi Ee Vas) 
eÔ (Xie), 
LEE: ,i=1,2 





此 处 也 约定 0/0= 0， 则 
(5.5.10) G(x, x), A,x A) 
= (q (X1) Vq, (X) ) E (z (z, Xas 0) AT (Xi Ra )) (A, 0 A,)3 
+ CC (Z, Xy e) — m, (Xis Las *)) *(A ° 
* (a Xi, Lag $) — m (Xis Xag e) ) t (ADI 
olmi (Xis Xag °) — m, (Xi, Xs e) 
也 满足 6.2.1). 
(5.5.1) RREH q 过 程 的 耦合 . 
WS 是 有 限 集 ， 即 card(S) <co. 对 每 VES， 设 (E,,8) 
是 一 个 如 上 的 可 测 空间 ， 对 于 每 CS， 设 9 x) q' (X,*) 是 
(UE 了 6) =(B,4) 上 的 g 对 ,满足 gf GO = 0，9 G, o) 集中 在 . 


(GCE, PEX, UEa; p = x. UES-a}., 
置 
qalx, e) = >q (z, +), q (a) = q(z, E), € E, 
则 qz) -q(x, 中 是 (E, ki q. 类似 于 (5.5.2) 我们 可 定义 
(5.5.12) Hf xi, za) 
= >e, *) =E (Xas *)) + (d) (J QJ, X) — f (r, X2)) 


acs 


+ D| Cand - q'a, dyd Eny -ft 


r= 


+> |a, S Aq) GD Gp - feu), 


acs 


G, z) EE, ELF. 
这 种 相合 在 研究 交互 作用 粒子 系统 时 经 常用 到 。 





8$ 5.6 补充 与 注 记 
定理 (5.1.1) 的 证 明 是 最 早 使 用 耦合 的 例子 ， 它 属于 
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Doehlin[1]。 在 研究 交互 作用 粒子 系统 时 ， 首 先 使 用 耦合 技巧 的 
是 Wasershtein[11 和 Dobrushin[1]， 之 后 有 不 少 发 展 。 例 如 见 
Liggett[3]， 唐 守 正 、 刘 秀 芳 [1]， 严 土 健 [1] 。 关 于 离散 参数 的 
马 氏 过 程 的 看 合 〈 甚 至 于 可 以 是 非 马 氏 ) 的 系统 研究 见 Criffeath 
[2]。 我 们 的 定理 〈5.1.1) 的 证 明 参 考 了 上 文 。 关 于 连续 参数 马 
氏 过 程 的 研究 比较 零碎 。 这 里 的 8 5。2、8$ 5.4 和 8$ 5.5 是 陈 木 法 
[4] 结 果 的 推广 。$ 5.3 的 结果 是 新 的 ,推论 (2.5.4) 是 严 士 
健 、 陈 木 法 [1] 定 理 5 的 改进 。 

(5.6.1) Æ 早先 〈 见 陈 [4]) ， 我 们 曾 给 出 定理 (5.3.1) 
的 另 一 种 证 法 ， 直 接 使 用 比较 定理 和 条 件 〈5.2.1) 导出 

(5.6.2) Paia C Xis z; A, X Ep) SP "is 4, Xi, Al) 

Paia (d; X, Xa E, x A) <P,=is (h, £as AD 
A>0, (X X) € E, x E,, A, € #,, AES 
这 当然 也 推出 定理 (5.3.1) 的 结论 ， 郑 君 礼 提 本 笔者 注意 如 下 
事实 ， 使 用 引 理 〈5,2.3) 。(i 最 后 一 步 的 证 法 及 6.6.2) ， 
可 以 排除 定理 〈5.2,8) 中 的 “有 界 逼 近 ” 条 件 。 
新近， 郑 小 谷 和 郑 君 礼 使 用 岗 方 法 ， 在 轻微 的 条 件 下 ， 就 马 

链 情 形 证 明了 边缘 正则 性 导致 林 合 的 正则 性 。 然 后 ， 笔 者 与 郑 看 
礼 一 道 完 成 了 一 般 情形 的 证 明 。 

(5.6.3) 定理 给 定 9 对 q) -q (X,*)。 设 E,1E， 
SUpq (x) <o, n21, 命 

q(x, dy) = Ie, (æ) q(x, dy), qr(X) = q. x, E) 。 
并 以 P, QA, z, e) RER qn(X) — qn(X，*) 所 决定 的 q 过 程 。 则 q(x) 
— q(z@, O 正则 的 充 要 条 件 是 

(5.6.4) mPa, 2, ED =0, 14>0,xEE, 

证 在 定理 (2,3.7) 的 证 明 中 ， 我 们 已 有 

Pais Q, z, En) ZP, (2, X, En), 

2>0, xCE,n21, 
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由 此 立 得 充分 性 。 另 一 方面 ， 在 引 理 《5,2,3〉 .(i 的 证 明 中 ， 以 
Es 代替 那里 的 4， 便 得 
lim P,Q,z,E,)2P=i (4, z, E) 
_ 1>0, xEE, 
这 样 ， 若 g(Z) -q(x,*) 正 则 ， 那 么 
1>1- ¿im ph, x, ES) 
= 14jim P., x, Es)>AP(, x, E) =1, 
故 条 件 (5.6.4) 也 是 必要 的 。 1 
《5.6.5) ”定理 ”如果 边 缘 g 对 qi(X;) -gi(Xi,*) E, 
每 一 个 满足 (5,2,1) 的 契合 9 对 也 正则 。 
证 取 
E? = (w CEa q(m)<w, i=1,2, NSl; 
Em= Ep x EQ, n>1 
并 定义 
q (zu, dg) = Iz!” (x) (wi, d), i= 1,2,n21; 
q (z, dy) = 1w GO q, d; 
5 PP Sady G= DM PE, 
。 由 于 
sup go) T QG) teup G2(X,) <co 


[7722 
和 定理 (5,6,3), anasu, 
Do, xxs E-E”) 
LPP, E, EW) + PY Q, x, E- EP), 
4>0, (X1, X) cÉ, n=l. 
利用 比较 定理 ， 我 们 只 需 验证 : 
P Q, Xi E,- EP) + PP Q, x,, E,- EH) 
> (SUC ui diu dB) tpu g, y, EE) + 
A+ q (Xs X3) 





= 
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Re 
+PP A, Ya E,- E) 1 + Dna E E”) K" 


À + g” (a, X) 
4 Geox) EEn, ER 
左 方 之 1/4 = 右 方 。 
今 设 (zis xj) € EH, MJ 


[eza dpo duo PP Q, po E,- EP) +PP Arys EEM] 
= (Tes zu duo dyd PP Asyn Ei- EP) + PE? Gs E, = EP] 
= A+ EXD CPP Q, xis E,- EP) +PP O x, E, — EP] 
= Q+ (xi 2PH Q, zu EEM) +PP Q,z, EEP) Jo 





第 六 章 ”粒子 系统 的 存在 性 


本 章 的 目的 是 应 用 前 面 几 章 (主要 是 头 两 章 和 上 一 章 ) 的 理 
论 来 研究 交互 作用 粒子 系统 的 存在 性 定理 ,这 里 ,我 们 所 说 的 存在 
性 ， 是 指 不 中 断 马 氏 过 程 的 存在 性 。 

在 第 一 节 里 入 我 们 仔细 地 讨论 了 关于 两 个 q 半 群 的 分 部 积分 
公式 。 这 个 公式 不 仅 对 研究 存在 性 有 用 ， 而 且 对 研究 遍历 性 和 分 
枝 现 象 也 是 有 用 的 工具 ， 本 节 有 独立 的 意义 。 

随后 ， 我 们 用 三 种 不 尽 相同 的 方法 给 出 存在 性 结果 。 分 别 见 
(6.4.1) ， (6.5.8) ， (6.7.6) 和 (6.7.29) 。 尤 以 后 者 最 
为 一 般 。 主 要 困难 在 于 我 们 的 状态 空间 E, 8) Ú 3E B) 3 
K., biok. 因此， 马 氏 过 程 的 不 少 标准 的 工具 并 不 适用 于 我 
们 的 情况 。 

在 第 六 节 中 ， 我 们 应 用 定理 (6.4.1) 和 定理 〈6.5.8) 于 十 
种 具体 模型 。 这 些 模型 曾 被 、 或 正 被 不 同 的 作者 所 研究 。 我 们 也 
将 说 明 一 些 具体 的 技巧 。 


§ 6.1 分 部 积分 公式 


设 qi(X) -qi(xz,。)(i=1l,2) 是 (E,8) 上 的 两 个 有 界 、 保 
守 q 对 ， 则 它们 唯一 决定 ;6 上 的 两 个 q 半 群 GR) PH 
G=1,2) ， 并 有 母 元 Q;(i=1,2) 。 于 是 对 于 每 了 €66， 


[PLO (9, ~ 95 Pt- s fds 
š fip, (s) 2,P t-s) fds- fip, 6) 9,P, t-s) fds 
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td 人 /a 
= (是 P (s) )P, (t—s) fds + fip, (s) is P, (t-s) )fas 


[( S=, @)P,@— s) )fds 

=P,(bf-P,(b5f. 
这 与 普通 的 分 部 积分 公式 十 分 相近 。 本 节 的 目的 是 研究 对 于 一 般 
的 q 过 程 (q 对 不 必 有 界 ) ， 何 时 这 个 公式 能 够 成 立 。 

自然 地 ， 本 节 假 定 9 对 正则 ， 记 它 所 决定 的 半 群 为 P(t) 。 

(6,1.1) 引 理 对 于 每 了 E66 和 XEE, P(t)f(X) 关于 t 连 
续 。 

证 341,s2>0 时， 

P(t+s)f (Xx) - P (t) f Gc) 
= Pe, æ,dy -ò dy POU, 


于 是 ， H lim P(s, £, A)=d(x,A),AES 及 定理 (1.2.24). 
di) 立 得 
lim P(t+ s) f(x) =PO), xEE, t>0. 
同样 可 证 
lim P- s)f (2) =P(DfG, XEE, t>0. 1 
(6.1.2) 引 理 对 于 每 t>0, LEEM fE, 


$P (D fO) = QP(b f (a) 。 
证 由 定理 〈1,2.25) 知 ， 对 于 每 个 图 定 的 XEE 和 AEs， 
和 Pb x, A) AFERE 
SP tx A = fa dP A) -qP A) 


或 即 
P(t,z, A) —b (xz, A), 


t 
kE. ffe (x, dy) P (s,y, Ads- q(x) fPe， >, A)ds, 
` 
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进而 
P (t) J G) -f (G) 
- [ae app eyrands- aao [POf de 


t 
t>0, XEE, f€, 
由 此 及 引 理 〈6.1.1) ZERRE, 1 
(6.1.3) BI 设 9 对 满足 (2.3.2) ， 则 对 每 1€466 和 
xEE, 


P (bx, dy) fa wddf 


关于 1 连续 。 对 每 AE5，| ,P(x*,dy) qty) FA. 
证 在 定理 (2.3,1) 的 证 明 中 ， 我 们 已 证 
GA. [Pa,zanaq <|Pa,z, dpo <o e, 


xEE, t>0. 
先 设 s>>0， 则 


| fe C+ ss £, dy) f quda f (2) — P (t, z, dip) 
fa (Y, dz) f (2) | 
-| fte (s, ž,dy) — 5 (z, dip 3 fpe, y, dz) Ja dw Co 
<a- Pez, (zp) [Pet x, dy faudal fo | 
+| Prdy |P dt,y,dz) |a, yl fa | 
<(1-P(s,%, (zp) |Pe,z, dq ap Ifl. 


+Í P (s, x, dy) [Pty ddao 1 了 | 。 
Ew x) J 
cif i= sup f %) D 
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<erip(x) -P (s, x, {x})) | fll. (由 (C6.1.4)》 
+ ef. Ps Xd p || f |, 
=e || f ilap (x) C — P (s, x, (z))) 
+e || fl ([Pe,z, aoa -Pl(s, x£, (z=))p (z) ) 


<e! || f || p (z) Q — P (s, z, {x})) 
+e“! || f || alep G) — P (s,z, (z))g (2) ) 
一 >0， 当 s`0, 
另 一 方面 ， 
| fee- s, x,dy) 一 Pt, x, dy)) [aw dafe 


=| [Odi -Pis,ædp) Pt-s,y,dz) 
fa (z,dw) f (w) | 
<(1-P(s,x,{x})) [Pe-s, xap faudo] 了 (2) | 


十 fa Ps, x, dy) [Pa-s,y,d2) fae, dw] fw) | 


<est- || f lap (æ) Q — P (s, x, (z))) 
+ eett=5 || f || .(es*sp(%) — P (s, z, (z=)) p (z) ) 
—0, 31 s`x0. 

这 便 证 得 前 一 项 断言 。 类 似 可 证 另 一 断言 。 1 
(6.1.5) 引 理 在 (2.3.2) 的 条 件 下 ， 我 们 有 


LPO = Pt) Qf (x), t>0, xEE, f€. 


(由 (6,1.4)) 


证 由 (6.1.4) 和 控制 收敛 定理 得 


Mp tx, A) -im|P@, x, dy) PWA AÈ SA 


183 





-[Pe z dnau, A -| Pex doao. 
XH (6.1.4) ， 上 式 右 方 在 有 限 圭 区间 上 有 界 ， 从 而 
P (t, z, A) — Š (x, A) 
=J'as|Pe,z,apao, a - [| Pez dvgw. 
J0 0J4 


进而 
POf) -fæ = |PG) Of (x)ds, t>0, z€E. 
再 由 引 理 〈6.1.3) 立 得 本 引 理 。 1 
下 面 是 本 节 的 主要 结果 
(6.1.6) 定理 设 qi(X) -gd(xz。)(G=1,2) 满 足 (2.3.2) 。 
则 对 于 每 一 个 7 了 E58 和 xXEE， 我 们 有 
POf) -P,O f) = |P， (s) (Q, - Q> Pst- s) f GD ds, 
证 显然 ， 只 需 证 
GLD ŽP OP t-90] 
=P, (8) (Q, — Q,) P, (t-s) f G) 
t>s>0, XEE, f€, 
由 于 
(6.1.8) [P,(s+ As)P,(t—s— As) f(x) 
-P,(s) P, (t-s) f (z) 3/ As 
ë Ee: As, >, dy) — P, (s, z, dy) 
As 
P,(t—-s— As, Y, dz) f (2) 


» (t-s - As, g, dz) - P, (t — s, Y, dz) 
KE f (2) 





xP 
+ [Pi (s, x, dy) 
di 
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=1,+1I,, 
车 As>0， 则 由 引 理 (6.1.1) 和 定理 〈1. 2.24) 得 
_ (PAs, x, dy) - $ (z, DE 
r= gas -DED fp, s.p, dn 


x JP, (t- s- As,Zz,dw) f Qu) 


P, (As, z, dy) 
OOP d jp, (s, ,d2) 


你 
X fp,- s- As, Z, dw) f (w) 


_ 1- PI (As, >, (z) 
s P. (s, x, dz) 
x fP. (t- s- As, z, dap) f (w) 
== [a (x, dy) P, (s, Y, dz) P. (t—s, z, dw)f (w) 


-qa J>. (s, x, d2) fp, (£— s,z, dw) Í (w) 


= Q,P,(s)P,(t—s)f Go) 

当 As<<0， 也 有 同样 的 结果 。 因 此 ， 我 们 有 

(6.1.9) I— > 92, P,(Gs) P,G@-s)fG), AS>0. 

另 -一 方面 ， 当 As>0 时 ， 

òy, dz) - P. sY d. 
L= |P., x,dy) pudo Aasin da 
. [pits- As, fan, 

由 于 


| Pes do P (As. fP, t-s- Asz, dw) f w) 


<2 lf |.q Qp, YEE, As>0. 
从 而 由 定理 1.2.24) 和 控制 收敛 定理 知 





1,—> - Pi(s) 9,P,@- s) fGD, ASNO. 
当 As<0 时 ， 类 似 地 可 得 
有 | Pa ee 42 Es Asu. 42 


. P. (t— s, z, dw) f (w) 


= - P, (s) Q,P,(t—s) f (z) 
从 而 又 有 

(6.1.10) 1— > -P,G)Q,P,$-s)fG@), ，As~>0。 
综合 〈6.1.8) 一 一 (6.1.10) ， 得 


LID APOP t-f] 


= QP, (s) P, t- s) f (a) — P, (s) Q,P, (t - s) f (2) 
t>s>0, XEE, fE. 
#W g=P,t-s)f, MJ 
QP (s) g(%) 


(fP ogw) aham 6.1.2) 


= P, (s) Q,g(%) 《由 引 理 《6.1.5)》 
由 此 及 (6.1.11) 立 得 (6.1.7) 。 1 

定理 (6.1.6) 可 稍 许 加 强 为 

(6.1.12) 推论 把 定型 (6.1.6) 中 的 条 件 (2.3.2) 换 成 
(2.3.4) ， 结 论 仍然 成 立 。 

证 我 们 不 用 (6.1.3) . FES 


| jP (s,x,du)q (J) ds< ernds 人 t,x, dy) q (Y) 。 





便 可 证 明 (6.1.5) 关于 上 上 几乎 处 处 成 立 。 然 后 ，〈6.1.7) 关于 
几乎 所 有 的 [0, 妇 中 的 s 成 立 。 这 仍然 导出 定理 的 结论 。 J 
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$6.2 一 阶 窍 的 估计 


在 本 章 余下 各 节 里 .我们 将 考虑 如 下 交互 作用 的 粒子 系统 。 
设 S 为 任 一 可 数 集 。 对 于 每 &ES， 设 (E, p.) 为 完备 
可 分 距离 空间 ，6, 为 距离 p. 生成 的 Borelo 代数 。 《E,6) 为 
(E. e) (UES) 的 乘积 空间 , 
设 {k UES) 为 严格 正 的 可 和 序列 ， 令 
P(X,Y) = S Pu (Lu, Ya) k,<co, 
s. 





x, YEE, acS, 
任 取 0={0 EE; UES) 为 参考 点 ， 并 令 
Du(z) = DJ) p(X 0)k.<co, XEE, acS. 
té: 


Pa (£) = Pa (£as 0), XEE, UES, 
# a= {4%}， 则 简 记 Ps 为 pi 着 4=S， 则 略 去 Ps 中 的 a 不 写 。 
W S 的 有 限 子 集 的 全 体 为 Pte 
(6.2.1) 定义 称 GE,6) 上 的 q 对 序列 (q.G)- q. Ç, 
“)] 世 ， 具 有 局 部 特征 ， 如 果 存 在 (A07C %/, A.7S, 使 得 对 
于 每 ?过 1， 
q (X, *) = DEE), qa (2) = qa (z, E), z€ E 


ochr 
此 处 ix) iw) 是 一 个 q 对， 满嘴 

(6.2.2) WJ AC, Ale A) 只 依赖 于 坐标 4E Aa A 
而 可 测 

(6.2.3) 对 于 每 XEE，G:(x,。) 集中 在 

(g€ E, YEL, UCA; J.=0., ua), 

(6.2.4) q?°(a) = 0, z€ E. 
我 们 还 将 假定 
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(6.2.5) fa 0, d) P.U) <o, UES, XEE, n>1. 
以 下 ， 我 们 将 固定 这 个 q 对 序列 。 


命 
v= [a0 a p(y), u€S, n>1 

则 显然 有 
y =0, 32 ud A, n>1 
y t E pu, n>, u€S, 

(6.2,7) 定 义 称 SxS 上 的 非 负 和 矩阵 B= (blu, v)u, vE S) 
是 了 M(>0) 可 控 的 ， 如 果 

Du ks SMk,, u€S. 


(6.2.6) { 


给 定 M TREE B= (b(u,)). 命 
bu,v) , J U,V EAn 
0, 其 它 。 
MJ B,= Cnu, V): U,VES) 也 是 RM TRH. 
(6.2.8) 定理 假设 存在 c C R 和 一 个 M TEHE B, 使 


bn (u, u) -1 


得 
6.2.9) aa (æ, dY) GD = p.G0) 
SPB.t cps(X) + Dpo (x)b Vw) 
UE A, x€ Ë "n>1, 
则 


(6.2.10) (Pree, zdan po Q) 


< Bbcp, (x)erstt+ pea] Dt bm (u,v) 
ry zz mi 


t>0, XEE, vE An, n>1 
Itik, Pro (t,x,*) 是 由 qn(X) -gn(X,*) 决定 的 最 小 9 过 程 ， 
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而 
cz>CIV1， 为 有. 关 0， 
Cz=0， 为 8.=(0。 
证 定义 A, 上 的 列 向 量 
Pom (a) = (ps (Xx): UEAn), B® = (Bs: UEA), 
XEE, n>1 
视 Pr= (bn (U2)) 为 Anx An KEKERE. M (6.2.10) 等 价 于 


(6.2.12) foree, z, ap po Y) 


(6.2.11) { 


<etCiln #BOP™ (ar) 十 et Cal, *B g 3 
t>0, XEE, n>1. 
此 处 工 是 Anax A, 上 的 单位 矩阵 ， 而 也 ?为 了 的 转 置 。 由 比较 定 
Æ (2.1.11) 和 定理 〈2.2.5) ， 我 们 只 需 证 
(6.2.13) efC11n *BDPeo (a) + et (als +87) BY > 
> f'asfan (z, dy) [excim +8Pp® (y) + 


+ es", +B p Je-u-nqa H + e-ta VPO (X), 
t>0, XEE, n>l. 

简 记 

Hi;=cil,+qn(X)Is+ B?, i=1, 2, 
则 上 式 成 为 

etH, P™ (x) + etH1 ge 
> ef (x,dy) Le P® (y) +esH2pB"]+ P™ (x), 
° 


t>0, XEE, n21. 
当 t=0 时， 此 式 平凡 。 从 而 只 需 证 
etHı H P*” (z) + er?H2H,B'™ 


> fa (x, dy) [e'#:P™ (y) + e828], 
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t=>0, XEE, n>1, 
由 条 件 〈6.2.5) 和 (6.2.9) 上 式 可 改写 成 
etH, (c 1, + Be) PO (ay + eH (cln + BE) B® 


>e, [fa G@, dy) (Po (y) - P™ (ay) — 8'” 
+et!H p, t>0, LEE, n21, 
这 样 ， 我 们 只 需 验证 
(6.2.14) fa (z, dy) (P™ (y) — P™ (z) ) 


<B° + c, P™ (a) + B; Pt (x) 
和 
(6.2.15) eH1p"<e'Hi(c,p™ + B: Bo) 。 
由 (6.2.9) 立 得 (6.2.14) ， 另 一 方面 ， 由 于 B;:Z0, 020, 
故 由 〈6.2.11) 立 得 (6.2.15) 。 了 


$6.3 互 聚 收敛 性 


本 节 假 定 9g 对 正则 。 我们 要 研究 (POf)? 成为 基本 列 
的 条 件 。 
E 
E,= (x€ F, p(X) <co) 
并 设 8 是 由 2 导出 的 Eo 上 的 o 代数 。 再 记 
L={fE8: Lf) =sup{] f (x) - f Y) /p(X,D : 
X,YE En x#y}<o} 
《6.3.1) 3E 假设 
(6.3.2) c,==sup inf, sup{[ aeta, 


FPC 
dd (p Gr, g) — p (at, 277 
/p(XD, z); 
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Atl) 3 (1)| -二 人 2) (| s 
EP EPE E, EO, a ET Japa Z] saa = 


=x% |x, }<=. 

此 处 x Ja, REX f 如 上 的 限制 ,gs(z，) HMG qs(X,*) 的 满足 
条 件 〈5.1.6》 WENES. WA, HTE n>1 和 一 切 X,YyE E。 
:Ms =Y lyan RME 

(6.3.3) | P(t)f (Xx) - Pat) f Y) |<L(f)e'sp (x, y) 

t=>0, f€ L. 

证 固定 ?2， 对 于 任 给 的 se>0， 选 qr(X,*) 使 

[C x), dydy) PYL, yD- px, xt20)) 

】 





= (cs + e)p(G*D, X), 
D, XH € Ey Xt ss, = 22 Joga, 。 
FÆ, WEM (2.3.1) 之 证 ， 我 们 得 到 
(Ent, ae, ro) dydy py., y) 
Í Keret p (x, xt), 
t>0, XV, XI € Ep | ssa, = Z° lwa, o 
MJELA Eisa =la ， 则 由 条 件 6.1.0 得 
(PeO) — P, (t) f G) | 
<L) |P, GD dz, dz?) p?, z) 


<L(f)etcs+ p(x, y), t>0. 
但 e>0 是 任意 的 ， 从 而 (6.3.3 对 此 nn 成 立 . Ent E fE @ 
的 ， 故 引 理 成 立 。 1 

(6.3.4) 定理 假设 对 于 每 NSl, Qa) -gn(X,，) 满 
ERIE (2.3.2) (或 (2.3。4)》 ， 再 设 (6.3.2) 和 (6.2.8) 的 
假设 满足 。 并且 
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(6.3.5) > 有 po<co， 
《6.3.6) FE >O, 使 
>: ja: (z, dY) pa (X,Y) 


BEN An 
98(z，。) 依 赖 于 x |s_p 


+ >; > ja: (x, da) pa (X,Y) 


aCA p Behm 


awo BtoB NA, na 


<c, X, p(X kc, (m,n), 


“Edim 
XEE, MNL. 

此 处 

(6.3.7) c,=sup(c,(m,n) : € S, m2n21)<co, 

(6,3.8) ,lim cv (m,n) =0, UES. 
那么 ， HFE fe€L ü x€ 2, {Paf 2); n>1} 是 一 
^A Cauchy 列 。 此 处 

(6.3.9 seen im D fa ædy e 

ss paq Gi 


KO) REF rip 
,De (X,Y) =0}. 
证 先 设 fEL。 由 于 
(6.3.10) | (es- Qn)f (xX) | 
<> jatesnanlfap- fo | 


BecAm `4, 
+5 > [atesdnlfap- fel 
ac4。 8c4m 
aç Bta. bOd, LI 
<s D |d p xs + 


Belna 
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‘LOSE [qt Ce, dap pa (sD 
oCA, Pchn 2 


ew Bra,anAn mo 


<L) >; Ja: (x, dY) Ps (X,Y) + 


8c4mN4r 
8 
abara RRRF x18 


+CL(f) >) P.G)k.c. (m, m 


EA, 84, 


+L) 5ye. kc. (m,n) 
res, 


若 用 Kat) t20) Kga) -qn(X,*) 所 决定 的 马 氏 过 程 ， 而 
用 E; 表 相 应 的 期 望 算 子 ， 则 由 $ 6.1 的 分 部 积分 公式， 定理 
(6.2.8) 和 (6.3,3) 及 上 式 得 ， w fEoL m, 

(6.3,.11) |Pa(t)f (x) -Pn(t)f (Xx) | 


<j'asg;nI Qa- Qn) Prt—s)f X, (s)) N 


<fr eseas] X dy) Ps p 
0 


Bechm SA 


Bay RAMT rig 


+C, > p.G)k,c, m,m] 


“Ela A 


+ ef rpe? p. (z, (s)) kuc, (m, m) ds 
€ A, 


<LD| > q! (xz, d) pa (X,Y) + 


B54 SA, 
abir RAAF xig 


jt 
+ 5 p.k. mm || ecsd-ads 十 
Edn NA, ° 
+ceL(D) [eas[ 2; (p, (X)er1s+ 
f x€A, r64, 
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+ poec0 D) Fb? wke mn) |. 
leo 


首先 注意 ， 这 个 估计 对 于 EL+ GENL 中 之 ) 也 对 。 事实 上 ， 
我 们 可 用 fw 三 f 人 NN RE f, RE ma No (注意 工 (fw) 去 工作 
AD .进而 ， 若 用 2L(f) 代替 上 式 右 方 中 的 工 (PP ， 则 上 式 对 
于 fEL 亦 真 。 其 次 ,由 (6.3.7) 和 (6.3.9) 知 , 4 m2n—co 
时 ， 上 式 右 方 的 第 一 项 趋 于 零 。 至 于 第 二 项 ， 被 积 函 数 受 控 寺 


cessio [ece +s p(X) + efez SAk] 


故我 们 可 以 在 积分 号 下 取 极 限 。 1 

(6.3.12) Æ ”一般 地 说 ， 要 求 出 cs 是 很 困难 的 。 但 对 于 
定理 〈6.3.4) 的 目的 来 说 ， 只 需 给 出 cs 的 上 界 的 一 个 估计 便 已 
足够 。 通 常 ， 选 取 一 个 适当 的 耦合 来 作 这 种 估计 。 参 见 S 6.5 和 
$6.6. 

(6.3.13) 推论 ”如果 条 件 (6.2.9) (或 (6.2.10)) , % 
fh (6.3.2) G (6.3.3)) ， 条 件 〈6.3.5) ， 分 部 积分 公式 以 
及 满足 (6.3.7) 和 (6.3.8) J c. m,n) 使 得 不 等 式 (6.3,10) 
《只 看 估计 ! RZ, MEE (6.3.4) 的 结论 依然 成 立 。 


36.4 存在 性 


本 节 将 证 明 如 下 的 存在 定理 。 
(6.4.1) 定理 在 定理 (6.3.4) 或 推论 (6.3.13) 的 条 件 
F, WR ZEE phi KER Pay), WEEL EAR 
子 半 群 P(t) ,使 得 P(0) =I, # L 的 一 致 闭 包 到 上 是 强压 缩 
的 ， 并 且 对 于 一 切 了 E 艺 ， 它 具有 如 下 性 质 ， 
(6.4.2) IPO -PH WD) SLG) px, Y), 
x, YEE 
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(6.4.3) ”对 XE9B， 存 有 限 t 区 间 上 一 致 地 有 
lim P.f O =P(DfG) 
此 外 ， 如 果 每 CE, o. 20 UES ARR, HUTUAR 
依赖 有 限 多 个 坐标 的 具有 紧 支 撑 的 连续 函数 ， 则 存在 取 值 于 
Eos) 上 的 马 氏 过 程 {X(t),P*}， 使 得 
(6.4.4) POf = E*f XG) 


= [rap p'ata can, 
t€ L, xGCE,. 





证 分 两 部 分 。 
(一 ) 半 群 P(t) 的 构造 。 
首先 ， 由 定理 6.3.4) ， 我 们 可 定义 
Pfa) =lim POf), fe L, z€ 9, 
Tü B J ik hye S Ia t PCJ E— K. 0330, 80 引 理 6.3.1) 
A, HFE ml, 
(6.4.5) | POF (x4) -PHF y) SLG) esp, y) 
x£, g€ 2, 
此 外 
X4n = lan XO ss, VEE. 
这 表明 POJE 
g =(x!*, XED, MSI} 
上 一 致 连续 。 但 2 RER pa) fE E, 中秋， 故 Q, WE ERA, 
因而 POf 可 唯一 扩张 成 了 se 上 的 一 致 连续 函数 , 仍然 记 作 了 从 下 
由 一 致 连续 性 及 (6.4.5) ZE (6.4.2) 。 
为 证 明 半 群 性 ， 我 们 还 需要 若干 准备 。 
(6.4.6) 引 理 ¿2 ZcL, sup{L(g): gE9}<oo. 则 对 





*). MHE,.=R4 (d>1) 或 Z,=1{0,1,2,…}， 则 此 条 件 满足 。 另 一 处 理 方 法 
见 定理 《9.7.6》。 
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F t20 和 XEEo 关 于 g9EG-- 致 地 有 (Pu 人 bb) - P t) )g(2) >0, 
->co。 
证 因为 
| Pa (t)g (a) — P (t)g (2)| 
<| P, (t)jg x) — P (t) g (x)| +| P (t)g (a) — P (t) g (zo)| 
+| Pa (t)g (Xa) — Pa t) g (x| ,, X xo Isya) 
+| Pn(t)g (x ls, X xo sxa, ) = P, (t) g (a| 
H (6.4.2) K (6.3.1) 知 ，. 上 式 右 方 
<| P, (t) g (x) — P (t) g(x:)| 
+ L (g) e° stp(<, x) 
+L(g)esstp,, (X, Xo) 
+ L(g) psy, (X, Xo) Pa (t) 1 
<| Pa (t) g (x,) — P (t) g (x)| 
+ 3L(g)e'es YHP (X, Xo) 。 
任 给 e>0， 可 选 z € 2 使 右 方 第 二 项 关于 9 一 - 致 地 小 于 e， 另 -- 
方面 ， 由 〈6.3.11) E, i no, E% ?> 时， 第 一 项 关 
于 9 一 致 地 小 于 se。 故 当 %>>?o 时 ， 右 方 关于 9 一 致 地 小 于 e。 
但 e 任 意 ,， 证 得 本 引 理 。 1 
(6.4.7) 引 理 {fa cC L, Sup L(f") <o. 





如 果 
Q) sup 1 了 <o H fajo RA 
或 者 
GD o<f. lf 
MFE t>0, 
lim P(t) fs. =P (tf G), LEE, 
证 由 引 理 6.4.0 知 ， 对 于 加 >0 一 致 地 有 
lim P, (t) fn G) =P(t)f.G), LEE. 
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然而 ， 在 条 件 G) 或 GD 之 下 ， 
lim PaE fa (2) =P Ofo), LEE NSL 
这 样 ， 由 前 二 事实， 我们 可 以 先 选 足够 大 的 mo， 使 
IP (t) fs G) — P (t) fs (0) | 
<| P (t) fa (x) — Pn, É) fa (2) | +| P (t) Fox) - Pa, G$) f, Go) | 
+| Pn, (t) fn (Xx) — Pa, O f. G| , 
右 方 的 前 两 项 关于 mm 之 0 一 致 地 任意 地 小 ， 然后 由 后 一 事实 ， 可 
对 此 mn， 选 足够 大 的 如， 使 上 式 右 方 第 二 项 也 任意 地 小 。 
(6.4.8) 引 理 P (t 2 z L 上 的 正 算 子 、 依 一 致 范 数 是 压 缩 
的 。 此外, 若 fEL， 1f(z) < cep), 则 
(6.4.9) [POSO] Kp lx) er +D + ‘Ceratn 2 B... 
证 由 
IPO O| < |P, GQ) f G| +| P (t) f Go -Pa (t) f G| 
If + P (t) f (a - P, (t) f (o| , 
和 引 理 (6.4.6) 可 见 
POJI <| f lu JEL, EEn 
此 即 是 强压 缩 性 。 类 似 地 可 证 P(t) HEE., RA, H POHE 
性 ， 我 们 只 需 就 了 (x) = 了 (xz) 证 明 (6.4.9) 。 但 这 可 由 定理 (6, 
2.8) 和 “(6.4.6) 直接 得 到 。 1 
现在 ， 我 们 可 将 P(t) 唯 一 地 扩张 成 上 的 正 的 压缩 算 子 。 
我 们 已 完成 了 证 明 半 群 性 的 准备 
首先 ， 
P,GDP, G) =P,G +s), t,s>0, n>l. 
其 次 ， 当 了 E46L 时 ， 
gs=(P(s) -Paf € Z 
sup | ga | < 2 1fh<%, 
sup L (ga) < 2 工 (jecs < co, 
img =0. (由 引 理 (6.4.6) ) 
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从 而 由 引 理 ç6.4.7) 得 
lim P(t) (P(s) — Pa (0) P.G) =0, EE, 
另 一 方面 ， 由 sup{L(Pn(s) 人 用 }<L( 人 fers: 及 引 理 (6,4.6) 得 
lim (P) 一 Pu(b) Pa (s) f =0, VEE, 





故 得 
PPG)7fT=Pdt+s)f， fe€L 
后 由 了 多 的 正 性 及 引 理 〈6.4.7) 。 GD 知 ， 上 式 对 了 EL 
进而 对 了 EL 亦 真 。 l 

C HEX: t 二 0} 的 构造 。 

先 固定 t2>0 f x€ E... 

# T = (uo …yatn} 是 S 的 任 一 有 限 子 集 ， 我 们 用 多 8 (相应 
地 了 和》 表示 只 依 豆 于 下 中 坐标 的 具有 紧 支 返 的 连续 函数 GB 应 
Mb, +L 中 的 函数 》 的 全 体 。 一 般 地 ， 用 8。( 相 应 地 L) 表示 只 
依赖 于 有 限 多 个 坐标 的 具有 紧 支撑 的 连续 函数 GH 应 地 ， 红 中 
的 函数 ) 的 全 体 。 

hiit, Lorg, TAJPU OH #1 上 的 正 的 线性 泛 
函 。 于 是 由 Riesz 表现 定理 知 ， 存 在 lrx Esar 上 的 非 负 测度 rr， 
使 

(6。4.10) arf =PO), JEFF. 
EEr k, WEEZE £ Er, m>, Hi 


) = -pz (x, Ern E”) 


fata 1+ pr (2, E~E™)’ 


x€Er, 


则 
(6.4.11) fn(X) 11, m>, x€Er, 
L<, m>1, 
视 刀 为 五 上 前 国 数 ， 则 加 E9893. # je L, WJ fi. ce2, 从 而 
由 (6,4,10) 得 
zr (ffn) = P (t) (ffa) (ao) , 
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由 此 及 (6.4.11) 和 引 理 〈6.4.7) 、 GD 知 ， (6.4.10 对 于 
fEL, 亦 真 。 特 别 地 ， 对 于 了 EB 亦 真 。 这 表明 {zr: TEF) 
II EB, 上 的 一 个 概率 测度 的 相 容 族 . 于 是 m Kolmogorov 扩张 
ies 


ZAR, A] E,。 上 的 概率 测度 m, e) E 
ES 


(6.4.12) zr(f) =| fonao), fee,, 


然后 ， 对 于 了 EL,， 进 而 ， 对 于 只 依赖 于 有 限 多 个 坐标 的 fEL 
(不 必 有 界 ! ) ， 上 式 仍然 成 立 ， 特 别 地 ， 


P(t)p(% la) -pe la ) x (æ, dy), 
使 用 引 理 〈6.4.7) 及 单调 收敛 定理 ， 得 

P(t) p(x) = fown (x,dy), 

但 由 (6.4.9 知 ， 当 wE Zu 时 ， 上 式 左 方 有 限 ， 故 

(6.4.13) m(x, E) =1, LEE, t>0. 

往 证 zi(X,dy) 是 (Eo,60) 上 的 转移 函数 。 对 于 fEL， 
fec, a fap 856 pesa Lipchitz 连续 的 ， 可 用 只 依赖 于 
有 限 多 个 坐标 的 函数 逼近 ， 从 而 是 Z, 可 测 的 。 因 此 ， 对 于 只 依 

' 部 于 有 限 多 个 坐标 KJEL, [nC df ONA. 530, A 
于 fEgu， 人 (df@D 是 6 可 测 的 。 然 后 由 单调 类 定理 知 ， 


对 于 每 FE 66，XAt《(。,F) 是 6o 可 测 的 。 为 证 {rx dy) Ji W 
RE K-C 方程 ， 只 需 使 用 了 (在 Z 上 的 半 群 性 及 单调 类 定理 。 

最 后 ， 和 由 于 《Ec, go) 是 一 个 标准 Bore 空间 “， 因 而 容易 
由 转移 函数 {z# (r, dY) aso 构造 出 以 了 Eo 8o) 为 状态 空间 的 马 氏 


*) 。 参 考 Parthasarathy[1; 第 五 章 ， 定 理 2.3]。 
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过 程 ”。 然 后 再 应 用 引 理 (6.4.7), (6.4.12) 和 (6.4.13) 
导出 (6.4.4) 。 

(6.4.14) 推论 在 定理 〈6.4,1) 的 前 半 部 分 的 条 件 F, 
对 每 EL 和 XE 儿 ， 极 限 

lim Qf (=N (x) 

存在 ， 而 且 对 于 每 了 EL， 

(6.4.15) lim QP (S) f (x) =QP)f (2), x€ 2, 
车 再 设 iMP, o) f) = 人 2P(s)f(x)， 在 有 限 s 区 间 上 一 致 ， 则 


G6.4.16) PDTCD =f + | OP Gs)J 0), x€ 2, 
而 且 存 在 函数 g(f, x) 宇 0 使 
(6.4.17) POTE — f (a| <fesdsgg, w, z€ g, 





进而 
(6,4.18) ”P(t)f(X) 关 于 tt 连续，XE Ea 
《6,4.19) 人 2P()f(X) 关 于 t ES, z€ 2, 


(6.4.20) Im ef = (x) -f (x) =Qf (x), x€ 2, 


“1. 
Jn 2 =E, E. g(f,2) Ses CE) ， 则 还 有 

(6.4.21) QQP(bDÍGQ) =P(t) Qf x), LEZ. 

证 由 不 等 式 (6.3,10) 立 得 极限 的 存在 性 。 再 用 一 次 (6。 
3.10) 和 (6.4.2) 得 (6.4,15) ， 而 且 对 于 每 EL 和 xE 2, 
Kha- DPO (x)| 关于 nn 一 致 地 受 控 于 一 个 关于 s 可 积 的 函 
数 。 由 此 及 

Pa fw = feo + [OP (Sf ds 
和 
lim QP (s)f G) = QP (s) Í x) 


*) 参考 上 书 第 五 章 定理 5.1. 
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立 得 6.4.10 。 另 一 方面 ， 由 上 面 所 证 事实 知 ， 存 在 9 (站 2), 
使 得 

| QP (s)f Go | <esssg(f,z) 
由 此 及 (6.4.16》 导 出 (6.4.17) 。 由 (6.4.16》 知 ，(6.4,18) 
对 于 x6E 28 成立。 其 次 ， 

| P(t+s)f (x) ~- P (t) f G| 

< |P ts) f(x) - Pts) f (2) 

+| POf -POf | 

+| 了 P(t 士 sf(xzo) — P (t) f G| 。 
H (6.4.2) 知 ， 我 们 可 以 选 x€ 9 使 头 两 项 关于 s 在 有 限 区 间 
内 一 致 地 小 ， 再 用 已 证 的 对 w, € 多 的 连续 性 得 到 (6.4.18) 对 
XEB。 亦 真 。 由 (6.4.15) (6.1.1) , (6.1. 2) 和 Dini 定 理 
知 (6.4.19) RI. 而 由 (6.4.16) 和 (6.4.19) 得 (6.4.20). 
进而 ， 若 2 = 了 Bo， 则 由 半 群 性 ， (6.4.20) ， (6.4.17) ,g(j， 
x) ZRF cp) AR P Hp) <o (z€ EJ) f$ 

QP (G) 


=lim P (S) Pofa- P (tf (a) 


s.e 
. s -= 
= lm po [POI] w 
= P(t) Qf G) , 
此 即 是 (6.4.21) . 1 
(6.4.22) 推论 RL LEBRE R F (9 =E) . 3É 
Z, 满足 (6.4.2) ， (6.4.16) ， (6.4.18) — (6.4.21) 的 
也 上 的 半 群 P(b 是 唯一 的 。 
证 (a) 设 有 上 上 的 半 群 P(t)， 我们 先 给 出 它 的 预 解 算 
F. 为 此 , 设 fEsL, Ç 
Fa = Ferro fædt. xEE,. 
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则 
Ph) F(x) =e (FX) — | eof do, 





PhF(X)- F(x) _e%- 1 
h == F (ao) 


š s fiep (D f Go) dz, 


我 们 注意 ， 只 要 4>csV0， RAFEL. 于 是 由 (6.4.20) 得 

QF (xX) =AF (x) - f (x), xEE, 
或 

(6.4.23) AL- Q)F(x) =f(x), x€ E,, A>6 V0. 

WEE F Eh f ERED. 事实 上 , AA F RW F, R kE z, 
则 命 9 = 一 F,， 我 们 看 到 

Qg(x) =ig(x), XEE,, i>csVo. 
于 是 由 (6.4.16) 和 (6.4.21) 得 


QP bg = QP(t)g (x) =P Hga) APH), 
故 由 连续 性 得 
eP gGo -go = |° Ele "Pg )ds =0. 


进而 

g(x) =e "P(t)g(X) >0, >œ, XEE,, 
这 便 证 得 唯一 性 。 

O SEPO MPO 为 满足 所 述 条 件 的 两 个 半 群 。 依 
(a) 定义 两 个 F(x) 和 FF,(X)。 它 们 必定 都 满足 (6.4.23) 。 
于 是 由 已 证 的 《a) 和 拉 氏 变换 的 唯一 性 定理 立 知 P, d) fi P, (t) 
EL 上 重合 ， 自 然 也 在 L Eg. 1 
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$6.5 反应 扩 碱 过 程 的 存在 性 


本 节 有 两 个 目的 。 其 一 是 就 稍 具 体 的 情况 给 出 定理 (6.4.1) 
的 条 件 的 明显 的 刻画 。 其 二 是 说 明 对 于 某 些 情形 ， 我 们 可 以 避免 
使 用 〈2.3.2) 。 本 节 的 结果 可 自然 地 推广 到 交互 作用 为 线性 的 
多 物种 情形 。 

先 解释 一 下 反应 扩散 过 程 的 直观 意义 。 设 想 在 一 个 容器 里 进 

行 的 化 学 反应 。 将 容器 分 成 可 数 无 穷 多 个 小 容器 。 以 8 表示 这 些 
小 容器 之 集 。 那么 ， 在 每 WES 内 ， 有 一 个 同样 类 型 的 化 学 反应 
(例如 $ 3.2 中 的 四 个 例子 ) 。 这 称 为 过 程 的 反应 部 分 。 另 一 方 
H, DEF u 内 的 粒子 可 以 跑 到 小 盒子 2 中 去 ， 这 种 小 盒子 之 间 
的 运动 称 为 过 程 的 扩散 部 分 。 我 们 关心 的 是 反应 物 的 粒子 数 的 变 
化 情况 。 

本 节 只 考虑 单一 反应 物 .这 样 ,在 上 ES 内 ， 粒 子 数 是 取 值 于 
Qt ={0,1,2,…)} 的 马 氏 链 。 其 反应 速率 (速度) 可 以 用 Q 矩阵 
Q.= Q.G,)): ¿J€ Z.) 来 刻 划 。 一 个 粒子 从 UE5S 跑 到 vw 内 的 
速率 是 号 (u,v)， 为 简单 起 见 ,我 们 假定 P= Pu): u, ES) 
是 一 个 转移 概率 和 矩阵。 那么 , 若 在 % 内 有 个 粒子 ， 则 可 用 cs(k) 
Pu, RRX k AATA ua o 内 的 速率 。 自 然 可 约定 

(6.5.1) c,20, c.(0) =0, UES, 

为 避免 在 某 一 时 刻 、 在 某 ~-w&S 内 有 无 穷 多 个 粒子 的 无 味 情 形 ， 
我 们 需要 缩小 状态 空间 五 = (Z,)5， 代 之 以 
也 ={zeB， |x| = 1 x.k,<co h 
neS 
此 处 k。 Æ S 上 的 严格 正 的 函数 ， 使 得 
(6.5.2) >; P(u,u)k,<Mk,, u€S, 


此 处 >>0、 对 于 给 定 的 M2>1 和 P， 这 种 ,总 是 存在 的 ， 例 如 
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WER, PREH (ducs ， 然 后 命 
5 M >; P™ (u,v)d,"’, u€S, 


此 处 (P™ (u,v): u,o€8)=P', n>0, 这 说 明了 前 三 节 中 
(k,: u € S) 的 来 历 。 

现在 ， 我 们 可 以 形式 地 写 出 所 要 考虑 的 反应 扩散 过 程 的 无 穷 
小 算 子 : 

(6.5.3) Qf (Xx) 


=> D q.G., x, + k) [f G + ke.) — f (a) 1 


'es ive 


+ > Ca (xX) >; P(u, o) [f (e — e, + e) — f (1 


ves 
JEL, x€ 2 
此 处 e, RTE u AeA 1 J E rh y gt, 而 


G6.5.0 Z= {xEEs lal X D enet 
“ES, #0 kg 
+k)|k |k,<ço } 
这 里 及 以 后 ， 我 们 约定 
q.G,j =0, 如 i€EZ,, j¢Z1, u€S. 
当 S 有 限时 ， 人 对 应 于 一 个 保守 @ 和 矩阵 。 
对 应 于 (6.3.5) ， 我 们 假定 


(6.5.5) 1p81= >) pk 一 >) > q.(0,k)kk,<oco 
` . k=1 


代替 〈6.3.6) 和 (6.2.8) ， 我 们 假定 
(6.5.6) c=sup |ca(k) — c,(ç +1)| <20, 
(6.5.7) ci=sup(g,G, jo +h,(jisj): UES, j, >2 
*) 。 ARR sup 号 P(t,v)d,<eo， 则 当 M 足够 大 时 ， (kO s, BAFE 
在 定理 来 说 ， 可 各 性 不 是 本 质 的 条 件 。 
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20)< + co, 
此 处 
9.) = D (qe Ga h+k)-q.Qo ji tk G- j)" 
i. 
j> hh20, 
h.Qoj) = 22 La Goji- -a Gi 2j- j- t + 
n 


+ (Qija +k) -q,Q,2k- h+k))*JkG,—- jo), 
j> 20. 
再 记 
cs=sup{(cs(j) —c,Q0) Q, - jO 71: u€S,j,>20) 
c, =Sup(g,(0,j) : UES, 21). 
显然 有 
c,<cy<co, Cyc, 
最 后 ， 取 
cs=c;+cy, 
下 面 是 本 节 的 主要 结果 
(6.5.8) 定理 在 (6.5,5) 一 (6.5.7) 的 条 件 下 ， 存 在 
上 上 的 算 子 半 群 P(t), 使 得 PC0) =I， 在 也 的 一 致 闲 包 工 上 强 
压缩 。 并 且 对 于 一 切 了 EL 和 t=0， 它 具有 如 下 性 质 : 
(6.5.9) IPH -PH WD) SLAO z- 1 
x exp[t(c, +c(M -1))1, x, YEE, 


(6.5.10 P(DfGO fw + POf ds, x€ 2, 
1 


(6.5.11) | PŒ fæ) -fx) |<(c,+c(IM+1)) -521 
+|ñ|+c(M+ 1) zx DLCD( exp Ette, + c(M 
+1)]-1) ， x€ 2; 

《6.5,12) PHJ OAF, XECE; 
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《6.5.13) QPCt)j(X) 关 于 t 连 
6.5.1 Im LOI -TD OO, XE 2, 


WRI =E, MEH 

(6.5.15) QPF) =P(t) QF (xX), LEE. 
此 时 半 群 P(t) 是 唯一 的 。 此 外 ， 存 在 取 值 于 E, 上 的 马 氏 过 程 
UX Jiao P) ,使 得 

(6.5.1 POf) = E*f(X(t)) 


= [ran p'tx cb Edy], f€ L, xEE,. 


我 们 将 逐步 考察 前 三 节 的 结果 有 那些 适用 于 我 们 的 情况 ， 然 
后 在 本 节 之 末 证 明 本 定理 〈(6.5.28)) . UF, 我们 总 假定 定理 
(6.5.8) 的 条 件 满 足 。 为 叙述 方便 ， 如 所 对 应 的 @ 和 矩阵 (有 
限 维 情况 ) 是 正则 的 ， 我 们 就 称 人 是 正则 的 。 

《6.5.17) 引 理 SAR, MOEM., 而 且 对 于 每 VE€S， 
LEEM t>0, RIE 


(6.5.19 DI PE, X, Y) Ys< et + pecat) 
. " 


#, z€ 2, 





x XS poun, 
此 处 (P(t,x,U): LYCEE) 是 由 42 所 决定 的 @ 过 程 ， 而 
(6.5.19) esa vt # 0.0, 


c, =0, 如 PB.=0。 
证 由 于 
2 qx, z, + k)k 
rx. 


= 2>1(q.(z,,x,=k) — q.(0,k))k + ñ, 


ixo 


<o,z,+ Pre 
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Dy cal Xu) >P Gu,u) (— ex GD + ev (u)) 


w 


= >e, (Xu) P(W,V) — c, G.) 


< [(c.(m.) — co (wu = 1)) + + (ce Q) — ce (0))1x 


x P(w,v) 
<c >x P G0,9), 


从 而 〈6.2.9) 成 立 GA Rb, 9) =cP(u, v), u, € S= 
An) 。 于 是 ， 由 定理 《6.2,8) ， 我 们 只 需 再 证 Q 的 正则 性 。 然 
而 ， 由 上 而 两 个 不 竺 式 立 即 可 得 


Sawy Ayl- Ci +cM)|< l, z€ E 


此 处 ， (qalx, Y 为 由 AREK QER. Ae, 3 #E 2E PH 
(2.3.7) 中 取 En = fxe E, D a<n}, Rex) =I l+ 
ES 


((+cM)V 1)| 2 | 和 那里 的 常数 c 为 (e + cM) V1, MJ H( Š t 
有 限 性 立 知 
lim inf p(x) 


r> ÈE 


2lim jnf |z 
"s. `€ En 


>inf k, lim inf Six = co 


Ix axEEe s&s 
故我 们 的 8 满足 定理 〈2.3.7) 的 假设 。 1 
为 检查 条 件 G.3.2) ， 我 们 定义 如 下 说 合 ( 仍 设 S 有 限 》: 
(6.5.20) Qan, x) 
=f, x) Dja, x») 


res 
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feL, x”, x” € E, 
此 处 
Qan, x) 
=>) (q(x, Pk) q(x, x@ + k))* (fe xt 


kao 
+ke,, X) fx, rw)) 


+D (qx, x) +k) q(x, 20 + k))t (fet, 


kwo 
L + ke,) —f x, X22))) 


+ 2 aa, PHO AD, x +k) 


x (f(x; + ke,, XP + ke.) - f Gat, 2xt0)); 
Gf (x, x) 
=) (aP) eat ))+ D Pu, v) (f GU — e,+ ev, 


seS 
x) —f(x'", x')) 


+S eat) — eaa) + > 1P(u,u) 


ves 
x (fx, x) e,+e,)-f(atb. x0@))) 


+ c GD) Ac. x) > Puo) 


x (f(x e,+e,, X- ete) -f(x , x0)), 
(6.5.21) 引 理 设 S 有 限 ， 则 
G@.5.22) [PO©Of E -PHS U) |< x- yl L(f) x 
x exp[t(c, + cM)1, 
f€ L, x,yEE. 
证 由 引 理 〈6.3.1) ， 我 们 只 需 检 查 条 件 (6.3.2) 。 但 在 
上 述 引 理 的 证 明 中 已 证 ，Q 满 足 (2.3.7) 的 假设 ， 从 而 由 定 理 
G.3.3) 知 ， 吕 的 一 切 满足 (5.2.1) 的 契合 正则 。 但 (6.5.20) 
所 定义 的 相合 显然 满足 (5.2.1) 和 定理 6.2.8) 的 假设 ， 从 


208 











也 满足 (5.1.6) 。 这 样 ， 我 们 只 需 就 (6.5,20) 所 定义 的 
中 来 讨论 所 需 的 估计 。 

让 我 们 先 估计 扩散 部 分 : 

LSJ (xh) -et D Pu, u) 


van 


x [lI xD 一 es+ev 一 x”|- I xr- xt] 


+ DY (cx) = c.G8))* DI P (u, n) 


vou 


x [| zt) x) + eu- er |- hx- z 人 

= 5) (xP) - c.) * DPU, v) 
x [ku sign (x — xt) + ko sign (a) — x)] 
+D (cz -cs (P) DI PC) 

x [ko sign (xt) — xP) + ke siga (Xs — Xs)] 
= JIKE Ceuli) — c.(a09)) tsign (xs — Xs) 
+ (c. (xt) — c. (Xt ))* sign (zt — x) 
+ Coah) -cx DPU) 

x kusign (x$? — x) 
+D e )- c Gz1D))* 2 Po 
x ko sign (x — x) 


<) kcsl a 9 | 
+ Dc aP -x DP ,vk 


=c; |x -x |+ c5 Mx -x |k, 





= (cy +cM)|| x — a 


l, 





其 中 sign(x) =1， 如 xz>0; = -1 如 xc<0 =0, 如 X=0。 
其 次 ， 我 们 估计 反应 部 分 。 为 此 ， 先 看 
J,(W)= > (q(x, TE 一 Go(X X 4k))+ 


kao 
x Elx? + ke,- xj- [x - x» 


+ (qx, È +k) -q.G0, L k))* 


x xe -xD _ ke, |— |a ey 
计算 出 […] 0838. pa ; Mrt X29 时 ， 
Tl) = DP) D, 229 +k) - q Ga, xin +k))*kk, 


kwo 





(Daz 
afar wy 


+2 DB) (aa, LK) =q, + k))* 


e Ga) — ke) 
-D (q(x, xm +k)— q GU, 24 + k)) kk, 


kwo 
i 
+2 D aa, tk) Sx, xm 
ber aos 


+ k)) (D — x oku 


SD (GU, zU 十 有) g(x, ts k))kk, 


hwo 


+2 >)[(Q GD, TPK) = gP, 28 xn 
= 


TD? (qa GQ, a + k) — q Gan, 22; — zt) 
+k) *kk, 
SC (XD — xt) k, 
由 对 称 性 ， 我 们 得 到 ， 当 XOLL, 
PUSK — x ) Ek, 
从 而 总 有 
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J.(u) <c;] z!) — x) ka 
EWA MAEN Q Hš 阵 为 9 CGO, L), +) ， 则 由 上 面 
已 证 的 估计 立 得 
Kaw, x2), dy”, due) [| y” -yi 


Gy tx) x12 》 
=x — x@)|]< (c, +cM)| xt -xo 
xn, xz cE, 
这 正 是 我 们 所 需要 的 估计 。 1 
《6.5.23) 注 现在 设 S 为 无 穷 。 任 取 {A)T Sy,， Anr tS, 
并 命 
(Puw), WU VE An, UEV, 
I 11 , mu=u€ An, 
Palu, v) = | P(u.u) + X Pu, w), Ou=vE A, 


1 

Lo ， 其 它 情形 。 
并 分 别 以 An 代替 S， 以 Pr= (Pat, V): u, VES) RBP, fk 
〈6.5.3) 定义 相应 的 2。 那么 ， 我 们 需要 把 估计 式 〈6.5.22) 
P M JQ M+ 1, 然 面 ,由 于 和 相应 的 c 四 ， c£) ga cr WW 
E: 

cM ee, cf)” <c;, c°??<cy, n>1 
故我 们 无 需 改变 估计 式 (6.5.18) 和 (6.5.22) rh É3 c, Cis c, 
和 cs 的 取 法 。 

如 果 我 们 再 假定 每 Q, m2>1 WERE 2.3.2 。 那么， 
定理 〈6.4.1) 的 证 明 已 适用 于 我 们 的 销 况 。 现 在 ， 我 们 要 W 免 
条 件 〈2.3.2) 。 为 此 ， 改 用 有 界 Q MBE, ZX 
q (itk) ,如 i<N， 

q (N,N+k), 如 i>N, 
(6.5.2 1 i>0, k#0, N>1, ucs, 
Lct Ck) =c (Kk) AN, k>0, N21, u€S8. 
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[qa Gi +k) = { 





并 用 QI = (qq30 ij MI 分 别 代替 Q M c., MRN 可 定 
义 相应 的 c(N), c, (N), cR cs(CN)。 然 而 
c(N) =sup| cM (k) — cs (k+ 1)1 
=supl c.) AN-c,(k+1)AN| 
<san| c,(k) — c,(k +1) |<c, 
4 0<j,<N=<j, 时 
g Goja) +R (j, j.) 
s >t (oj + k) - q) Go ji + k)Jk/ Ga- j) 
~o 


+2 D [GD (和 -人 一 gm Goj-k))* 
keiz aa 
+M (Gaja +k) -aM Gji + k))*3 
x (G-ja +k)/ Ga- 
= [g (N.N +k) — q Goji + k 3k/GQ,- j) 
kao 
+2 D>, Ca N,N-k)-g (jj -k))+ 
lejp œj #1 
+ (N,N +k) -QG ji +k)) G- jat k) / C ja-ja) 
<> [q (N, N+ k) -gj ji + k) Ik/ Ga- j) 


iso 


+2 Ð LG(N,N-kR)-q.Qoj -k))* 


kN 一 和 | *1 
+ (aN, N+k) -gjisji +k))*1Gi- N+ k)/( j, — 
SSZ ia N+ -Q Goji + k)Ik 


ixo 


+2 > ClaN, N-k) -qij k))* 


i= N<; +1 
š 
+N, N+- q. h th)) 1h - N+] / 
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(N-j) 
=[g, (Gi N) +h,G, N) 1° 
<c;V0. 
如 果 0<j,<j,<N = N<j,<3., WEH 
g (Qh j) th Gis j) Scs VO 
故 
cs(N) <c;V 0. 
类 似 地 有 
cy(N)<cyV0, c, (N) <c,V0, 
这 样 ， 当 S 有 限时 ， 若 分 别 用 Q4w 和 ci I Q. MC 3£ Fi 
Tie VO, SG=cGV0 和 cy=ciV0 分 别 代替 cb，c 和 cy， 并 
选取 相应 的 cx 和 cs， 则 估计 式 (6.5.18) 和 (6.5.22) 依然 成 
立 。 进 而 ， 若 再 用 A 代替 8S， 这 些 估 计 也 是 对 的 ， 只 是 留意 要 
B M+1 KË M. 
(6.5.25) 引 理 设 S 有 限 ，Q 和 QW 如上。 则 对 于 每 t2> 
0， 存 在 子 序列 (Ni)? 使 
PNO f >P), f€ L, z€E, 


i> 
此 处 PWi?(t) 是 由 QWD 所 决定 的 半 群 。 
证 因为 8V 是 有 界 的 。 从 而 它 唯一 决定 PnCt)。 另 一 方 
面 ， 
QQ 一 > 日 ( 逐 点 ) , N—co, 
此 处 Q 为 2 所 决定 的 @ 矩阵 。 故 由 引 理 G.2.3) A 
limPW t, x,y) = P(t,x,u), X,YEE, t>0. 
asa 
从 而 对 于 男 定 的 t， 可 用 对 角 线 程序 选取 (Niy, q 
limP Yi) (t, x,y) =P(t, X,Y), X,YyEE., 


I> 


由 此 及 
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Dipoena, xy = 1= DP,x,D. 
, y 


DUPA G, x,y) - P (t,z,g) |->0, l>, 
进而 
0<| PN? (t) f (a) - P (t) f (a | 
<> PW E, x,y) -Pt,x,y) sup |f (2) | 
y 


=>0, l>, J 

现在 设 Pn(t) 是 Qs" 所 决定 的 半 群 。 它 的 状态 空间 是 世人 各 。 当 
Mm 之 Nn 时 ， 因 为 Q, EAn- A, 上 不 发 生 转移 。 我 们 可 用 自然 的 方 
式 把 Pn(t) 延 拓 到 Z4' L. 

下 述 结果 是 估计 式 (6.3.11) 的 蔡 代 物 。 

(6.5.20 引 理 设 S= 4。， NGM, WFD t>, R 
们 有 

(6.5.27) Pat) f(X) — Paf (x) | 

<2) > Dax., w. +k) kk, 


EA wasa 


t 


x | expt (£—s) (G; + c(M + 1)) ds 


+ 2cL(f) | expce —s)(c;+c(M +1))3 


a 


>e — wd 1 
x Dirwest Bae D- P (w,u) 


X |Para (2,2) — Pa (U, V) |(k,+ kods 
=2clt, fx m,n), 
fe L, xEE, 
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证 ”类似 于 定理 (6.3.4) WER, RTA 
LOM f x) -AW f) | 
<L(f) >, Damast +k)] k ik, 


EEA pAn kvo 
+CL(f) > = |Pa (u, v) - Pa (u,v) |(k.+ k), 


TE, HU Eis 表示 相应 于 PU (t) 的 过 程 (X (D JA x BRK 
JEE WT, MF fEl, t>0, RENS mi o 就 有 


| PIN (Ct) f(x) - PEN (t) f (a) | 


=| [P0 o am- QM)PEM (t —s)f(x)ds 





-| fe: niLP™WE-9P 51 Slam O.G), 
° 


l. 人 
X.(s) +k)|k |k, +c >1X.(8) IP,Gu,u) - P. (u,v) | 
xk Ids 

< >) Dame, +k) k | k. 


r€ AA, kwo 


x Jema-opas 





+c>;| 


mi 


npma- s)f) Eš x (X (s))ds |Pa (u, v) 


— Pauw) K(k, + ko) 
< >, Da, x. +k)| k lk, 


1€Am A kw 
; 
. [LPM s) yds 
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+c x|sema-sp [E (wer + pue ss) 


kas 1 
x DGPP ww J| Pauso) - Pa (u,v) | 


x (k, + kv) 
=c(t,f,z=,m,n), 
然后 ， 应 用 引 理 〈6.5.25) ， 便 知 上 面 的 不 等 式 对 于 | Pat) f (o) 
-Paf (x) | 亦 真 。 简单 的 极限 过 渡 可 将 fE +L 换 成 非 负 的 f € 
也。 于是， 立即 可 得 本 引 理 。 
(6.5.28) ÆW (6.5.8) 之 证 。 
如 同 前 面 把 Pn(t) 延 拓 到 Zini, RIITA 把 P.G) 延 拓 
为 上 上 的 半 群 。 而 且 前 述 估 计 式 (6.5.18) ， (6 .5 . 22) 和 
《6.5。27) 依然 有 效 ， 然 后 ， 仿 照 定 理 (6.3.4) 和 (6.4.1) 的 
证 明 ， 可 以 得 到 本 定理 的 除 (6.5.10) — (6.5.15) 的 其 它 各 项 
断言 。 
为 证 明定 理 余下 的 断言 ， 只 需 注意 
Qgn(X) = $, Yq.x,,x, +k)[gn(X+ke,) — gr(X)] 


w€S iso 


+ Xc, (x) D IP (u,u)[ga (z: — e, + e.) -gn(X)] 


lEs " 

此 处 ga(x) =P,(s)f(xz), "4 2 g C L, f B, WwxC€C 208, A 
方 级 数 可 控 ， 从 而 可 在 和 下 号 取 航 限 。 于 是 有 lim OP, (s)J(2) 
=QP(s)fG0, z€ 2, 现在 ,推论 (6.4.14) 和 (6.4.22) 适 
用 于 我 们 的 情况 。 1l 

《6.5.30) Æ 记 

Do= {XEE,: |1zx|<co)}， 
那么 ，2 也 是 E, HTH, META. 如果 由 〈6.5.3) 0 Q 
可 唯一 决定 go 上 的 一 个 Q8 过 程 ;限于 Zo CARE 6.5.9 ， 
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那么 ， 由 上 述 证 明 中 可 见 ， 此 时 无 圳 用 有 限 维 允 近 ， 而 将 P(t) 延 
拓 到 E, 上。 而 且 仍 然 满足 (6.5.9) 


36.6 H + 


本 节 给 出 定理 (6.4,1) 和 定理 (6.5.8) 的 各 种 应 用 。 

(6.6.1) FENE. 

它 是 一 种 无 反应 部 分 的 反应 扩散 过 程 。 即 

q.G,j) = 0, i,j>0, u€ S 
其 算 子 是 
Qf (x)= >) cK) >) p'u, o) [f Ge+ e,— ev) -f(x)] 
v€: v€: 
f€ L, xEE, 

其 中 (plu, v)) WE (6.5.2) 。 因 此 ， 由 定理 (6.5.8) 立 A, 
在 条 件 (6.5.6) 之 下 ， 零 程 过 程 必定 存在 。 此 时 还 有 B= E. 

(6.6.2) 线性 增长 过 程 

这 是 一 种 反应 部 分 为 线性 系数 的 反应 扩散 过 程 。 其 算 子 是 


QF (x) = X, a xf G+ e) — f (2)) 
+) h fæ- e) -f(x)) 
+ DB) cx) D pU, If (z —e, + eu) - f(x) ] 


其 中 (p(w,v)) WWE (6.5.2) , A, 4,20, IE, 
B.=0, UES; c=03 c,=1,-1j c=h oh 
因此 ， 在 条 件 〈6.5.6) 之 下 ， 过 程 总 存在 。 此 时 也 有 2= E,. 
(6.6.3) Sehj5g] 模 型 
反应 部 分 的 系数 非 线性 ， 
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$ w i 
[ha ) + tbe j=i+1, i20, 
l 


ai p= dyt ; Eag 
z + À, i j=i-1, i>1 
| (,) 3t, s tls 
Lo, i=j 的 其 它 情形 。 


hist hs>0, a, b>0, UES, 
Cc.(k) =k, k>0, u€S, 
此 时 
B.=b., u€8S, cy = 一 13 


9 ej) = [a oF) +ib- ,(2)-5 TE 


A ta ($) i 


Aia y A 
=L dat hy) qa oÁ (beritta) 


-ThQ1r h h+3D 
c=sup{gs (ji, j: 2>j20, u CS) 
这 样 ， HE sup (a, Vb) < 的 条 件 下 ， 定理 (6,5。8) 的 条 件 满足 。 


但 此 时 22 E. : 
(6.6.4) ” 单 物种 自 储 化 模型 。 
反应 部 分 的 系数 为 


(hai, j=itl, i>0, 
q.G,p = (a(;) j=i-2, i>2, 
Lo, REKJA 
c,(k) =k, k>0, UES, 
此 时 
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B.=0, UES; c,=0, c= -1s c5 = A, SUP as, + 
因此 ， 只 要 sup a<co， 则 定理 (6.5.8) 就 是 适用 的 。 然 而 ， 
HE。 “ 

定理 (6.4.1) 也 适用 于 上 述 四 种 过 程 。 

(6.6.5) W&ëyKRE 


其 算 子 是 
Q f) = D) hxe 21D Gu, 0) (f Ge + e) — f (a) 


+> 21, x, (Í Gc — e.) -f G) 
+> A fæ- z, e) — f (a) 
+> hux D, D. (u, V) (f Ge — e, + e) 


-f(%)), 
其 中 第 -个 加 项 代表 了 分 枝 现象 。 这 里 ,和 ，…， 和 >>0。DPi= P 
(U,V): U,VES) fl p,= (p, (U,V): UVES) 为 转移 概率 矩阵 ， 
满足 
DP,v) <Mko, D (u,u)k,<Mki,, 
u, VES, 
这 个 过 程 也 可 以 看 作 是 一 种 反应 扩散 过 程 。 上 一 节 的 方法 是 有 效 
的 ,但 因 第 一 项 包含 有 交互 作用 ， 因 此 不 包含 于 定理 〈6.5.8) . 
我 们 验证 它 满足 定理 (6.4. x 的 条 件 。 
取 p.Gx., Ya) =| Xe 一 ys|。 显然 有 PX) = x,, B.=0, uE 
S, EBU ez, EAS, 那么 ， 
Qanpa (X) 
=>; A Pı U, W) [ps (X + ew) — p, (a) J 
YE4r 
+ > aXe (p. G: — ev) — p. (2)) 
eA, 
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+ > ja(ps(z-xoeo) — p. (2) ) 


v€, 


+ >) h xu >) pW, WEP: (x: — ev + ew) — p. (x) ] 


rez, weEA, 


=>) Xo hpi W,U) +1p.(0,u,))- Q+ +h) x, 


"64, 


=> pobw, u) — (Az + hs+h) Puy u€S, n>1, 
v&i, 
此 处 : 
b(u, v) =A pı U, V) +À, Pau, v), u,vES, 
可 见 条 件 6.2.9 满足 .为 验证 条 件 6.3.2 ， 我 们 使 用 如 下 
ma _ 
Aaf (a, x?) 
= Oo EE tii æ) + Bofa, ty + Gf (XY, xn) 
+ OF x, x) 。 
其 中 


Dof (x, x) 


=> h aP- xet 57 pi Uu, Df. + ev, X”) — 


“EA, KEM 
f(x, x®)] + > A, (m — xt) * 
[rz 
Ed >; Di (u,u) [f Get), X? + ev) — f Ga), z) 
"62, 
+) b ALP X) pG, u) [J Ge + e,, 29 + ev) 
"€A, EA, 


— f(x, x)] 
类 似 地 可 以 写 出 另外 三 个 耦合 。 容 易 算出 
Qr p, £2) SAM |x“ -x= M pæ, xt) 
Qp Ces > <A p(x”, ae) 
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Še pxoy xzo) = 0。 x9, z@€E, n>1, 
另 一 方面 ， 在 引 理 (6.5.21) 的 证 明 中 ， 我 们 已 估计 出 
pe, x) = J, LAM- Dp, 2) 
x sme E, n21, 





从 而 ， 我 们 有 
Q, PK, XH) < (AM +A +A M - 1) p(x, zt) 
x%, X? € E,,n>1 
这 正 是 〈6.3.2) 所 需 的 估计 。 又 
Pla z, D) pi, V) pe (z, 2 + e) + 


EAn VENTA a 


+ >) UAD PeU, VP um (E, 2- e, + ev) 


EAn An vei, 


+>) ux, 2) Dp.G,9)p aa (€, X- e, + ev) 


€A, v€ AXA, 


<>] iz, Š Pilu, ko 


“Elng v€ 4-4, 


+ 5) lx, Š, pau, v) (k. + k.) 


tEAm*An vEt, 


+ DO Nx, D) pau, v) (k+ ko) 
*€A, 


vEAn—An 


<>; p.k. f >; p. G who/ke,) 


n€Adn ?GE4m 一 4 
+hM+1) >; pk ( >, xk) 22 =k.) 
EAn “Edn A, 2E4m 


+4 D, p(k. ( > pG) ) 


“Eln V€ 4,—4, 


+h > p.GDk. / > P| G ko /k.) 


tEh NE4n 一 4 
可 见 〈6.3.6) — (6.3.8) 成 立 。 再 则 
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> 4,x,p.(z,z-— e) 


"€A, =, 
+> APX, X- x, e) 
WE4m™—An 
+5 hx D) poDDun (XX-erter) 
sEAm™~/n rEhm™—An 

Sh+h) >) Xk: 


neE 如 一 hn 
+4 D x D Palu,v) tko) 
réa TA, VEV TA 
—0, 4 m2>n->co, LEE. 
这 表明 2 = Eu。 最 后 ， 我 们 只 需 验证 每 Q. m2>1 满足 条 件 〈2。 


3.2) 。 
首先 ， 
q.) = xs p (u, + >) hx 
ZZA YE4n “Eh, 
+5 h+ D) hx D puo) ` 
“EA, EA, vyu 
从 而 


Gn(X+ ew) — Qa (X) 
=A >: Di (W, V) +, + À, + 2, > P(w, v), WE An, 
rEAs vxw 
Qa (X — Cw) — Qn (X) 
=- 4 X) pi G) -h-hh D p Go, , WEAn 


"€ 4, vxw 
Qa (X — Xoeu) — qr (X) 
= -hxuoy Di (U,V) ~ Xe — hs Xw -= À, Ku 


veAs 


. Š, pw, 0), wE An, 


vav 
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Gdn(X—- Cw + Ew ) — Qn (X) 
= -À, > p. Gu, 9) — 4, 27 p. Gp, u) 
véd, vaw 


+A 2: Pi (0 ,2) + 1, > P(w, u) 
vE, 


HEIR, FERRER, t 
Qu gr(X) SC qn(X), z€ E, n21, 
比 即 是 〈2.3.2》 。 至此， 我 们 已 证 得 定理 《6.4。1)〉 的 全 部 条 件 
都 满足 。 容 易 验证 ， 它 也 满足 (6.4.14) 的 假设 。 
(6.6.6) ”耦合 随机 徘徊 
过 程 的 直观 描述 是 ， 在 每 一 个 wES 处 ， 有 一 个 指数 钟 。 这 
些 指数 钟 相互 独立 ， 服 从 参数 为 1 的 Poisson 分 布 ， 当 在 处 的 
指数 钟 响 时 ， 处 在 u 处 的 ,个 粒子 独立 地 以 了 (lw,v) 转移 到 v2 
处 RE, p= (P(w 2): twVES) 是 一 个 转移 概率 矩阵 。 发 生 
这 样 一 次 转移 后 的 组 态 是 
X = Xe tiv, JJ WHU 
=, ， =u 
mise, 当 S 有 限时 ， 其 Q 和 矩阵 是 
[Xl [[ Puo) /ia) ， 如 2 为 如 上 的 Xe 


q(x,Y) = 4 ré 
\ 0 ， J x 的 其 它 情形 。 


在 这 个 模型 中 ,每 一 个 粒子 以 等 待 时 间 为 1 的 、 转 移 速率 为 p(w， 
V) 的 连续 参数 马 氏 链 运动 。 粒 子 间 的 运动 相互 独立 。 从 而 一 阶 
ERE 
E:x.(t) = >, > = p™ (w, We => Xop lt, v, u) 
为 考察 条 件 〈6.3.2) ， 我 们 先 定义 二 元 耦合 : 
q (Qp, Xx), y”, 120)) 
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(w; A TE) I | x" — 2 | 
= 人 人 pu, Di 上 
II è: H j 
1€ v€ 
TI po 
ie 
= 0， 


YP, YPE (U, x) 的 其 它 情形 。 
此 处 ， 当 xs">>X9 时 ， 
Y= iut jo, VEU, Y= i+ jus 
YP =x tiv, VEU YP = i 
当 P<, 
Y= NX + i, VEU Y= is 
YP =x tist jo VEU, YP =i + ja 
其 中 
Dis PArt, Djole- 
r 7 


这 个 耦合 显然 是 保 序 的 《通常 d 维 空间 的 半 序 关 系 ) ， 由 于 QE 
阵 有 界 ， 正 则 性 是 平凡 的 ,现在 , 我 们 可 以 避免 直接 验算 条 件 (6, 
3.2) 。 办 法 是 ; ERL, tC E, S xt = xA 20 X= 
xD», j 
ww F a 
我 们 使 用 上 述 耦合 ， 得 到 两 个 二 元 的 保 序 过 程 。 然 后 再 把 这 两 个 
二 元 过 程 耦合 到 一 起 , 得 到 一 个 四 元 过 程 (X (bb，…，XX 人)， 
由 边缘 性 ， 我 们 有 
KO HKK! A), KOCKO) 
仍 记 这 个 四 元 耦合 过 程 的 期 望 算 子 为 已 。 那 么 ， 
EU XPH -XPH 
< E[X:% (t) — X(t)] 


= > G ~ xP) pit, u,v) 
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从 而 
POf — POF |= ETZ” 0) -f X G) 1 
SEI fX” GD) - JCX% H) | 
=<L(f) E| X (t) -X t) | 


LD) Dlx- z |p@,o,uyk, 


<L(f)| x- x” |exp[t (M -11, 

这 正 是 我 们 所 需要 的 〈6.3.3) 。 现 在 ， 由 于 @ 和 矩阵 有 界 ， 分 部 
积分 公式 自然 成 立 。 为 得 到 Cauchy 性 ， 我 们 只 需 考虑 估计 式 
(6.3.10) . 设 Q, 和 Q, 是 分 别 相应 于 转移 矩阵 pi = (p, Gu, u)) 
和 p: = (Pu, 2) ) 的 算 子 。 我 们 注意 ，42 (= 1, 2) 的 系数 恰好 
构成 多 项 分 布 的 系数 。 各 位 置 之 间 的 运动 是 相互 独立 的 。 因 此 ， 
车 用 * 和 2 分别 表示 在 纪 处 钟 响 了 之 后 的 随机 组 态 ,那么 ,对 
FAVES, Er 和 "的 分 布 是 分 别 以 XY。 和 Pi (U,V), p, Uv) 

为 参数 的 二 项 分 布 。 对 每 vES， 我 们 作 耦 合 ， 


= ks 
Pite skt j, B= (7) (pl) ~ Pals) 


r= 
Aa Dp wa -pt 


k, j>0, 
PLE" =k, 6;"*>k]=0, k>0 
RÆ pı (u, v) >p, (u,v) 的 情形 .对 偶 地 可 写 出 另 一 情形 : p. (u, 
9) <pelusv)， 容易 验证 ，P; 具 有 正确 的 边缘 分 布 ， 而 且 
P3 t- Est |= p 
x 
= (T), -ph 
(A-| p, (u,v) — p, u,v) D `f 
j>0, 
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BE, fE (Pr: vES) MERE, RIAA E m E A 
MA. BRMARTHE. FR K 
| (Q,- 9) fO) l=] DLE fEN-EfE] 
rE 


<LO D EJE- EILO D rk Elis - "1 


<L(J) >; x. kol pi (u, V) ~ p, Gu, 0) |, 


这 正 是 我 们 所 需 的 估计 。 故 由 定理 〈6.4.1) 立 知 过 程 的 存在 性 。 
而 且 ， 容 易 验 证 推论 6.4.1 的 假设 也 满足 ， mM E Z= E. 
(6.6.7) ”接合 过 程 
iti E,=R,, UCS, WFE 
Q fü) = Dy pu, Ef”) — f (x)] 


ué; 
此 处 p= (pu, v)) BERBERE, WE 
D, pu, v)ko<Mk., uES, 


而 
x, #moz=u, v, 
x2”= px, 如 w= 
lx+ (PX, mwv, 
PP 为 常数 : 0<P<1. 
(6.6.8) FRIE 
E,= R,, UES， 算 子 是 
Q F(X) = 之 G(x) -f (x)) 。 


这 里 
Kus 如 wu, 


Zan {5 PWD) Xo W W=, 
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而 P= (p(w,2)) 为 满足 
Bk pu SM ko, VES 


的 转移 矩阵 。 
(6.6.9) “Potlatch” 过 程 
E.=R.,,u€S,. AF 
Q fOe) = >) Gan- fa) 
n€5 


其 中 


E +x, pu, w), W WEU, 


x, pu, u), mu =u, 
而 p= (p(u,u)) EWE 


BD pu, uk, <M k., u€S 


的 转移 矩阵 。 

容易 验证 ， 上 述 三 个 模型 满足 定理 (6.4.1) 的 假设 。 

(6.6.10) X Potlatch 过 程 

设 S= Zi (d 维 整 点 ) ， 〈pD(4w2)) 为 Zi 上 的 随机 徘 l, 

满足 
了 ,DGoz)Fo<Mk,zES。 
再 设 为 非 负 的 随机 变量 均值 为 1。 用 FF 表 其 分 布 。 那么 ， 这 
个 过 程 的 算 子 是 
afs), | Ue ez ED Plu, rx. e) 


-f dF E 


`e), Potlatch 是 一 民间 术语 。 把 每 WCGS 想象 成 一 个 人 ， 模 型 的 意义 是 第 4 个 人 
把 他 的 财产 以 PC(4，9) 的 比例 分 赚 第 2 个 人 。 
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状态 空间 的 因子 空间 是 E,= R,，uES， 取 
n= (uC Z, |u |<n}, n>1 
luj=ju 1+…+| wa | 相应 的 
Qj = > [ L faz ez, te D pu, oxe) 


sea, 9 v€4, 
-了 (xz)]dF 6). 
它 所 定义 的 q 对 可 用 如 下 方式 得 到 
Ga (X, A) = 人 TI a (X), qn(X) = -Narli (G) 
由 于 
gn (X) = >; fr- m (E= Xe, 


ulen 


+S, pu, v) xe) dF (5) 
ly len 


<> 
Paa 


gn(x, A) = >; É s (Re 


pian? 





"AURE <W iu: |u |<n)<co, 
0 


+E $, Plu,v) Xe,) dF (E), 


wisa 

它 关 于 A 是 非 负 、o 可 加 的 ， 从 而 是 测度 。 显 然 qn (X) = qn(X， 
E), WARF. PXE, WENS, Qa) - gn(X,*) 是 有 
界 的 ， 从 而 是 正则 的 。 这 样 ， 由 q 对 决定 的 q 半 群 必定 重合 于 由 
4 决定 的 马 氏 半 群 。 

下 面 ， 我 们 证 明 过 程 的 存在 性 ,自然 取 p. (w. Y) =le- 
J |。P.(X) =X，UuES。 取 0 为 全 为 0 的 元 素 。 显然 有 

| grb, dy)p. Y) =0, «ES. 

从 而 B=0, UES, X 


Qupa) <P (2) J EdF G) = p.G), 


228 





UEAs, z€ E,, n21 
从 而 条 件 〈6.2.9) 满足 为 验证 条 件 (6.3.2》 , EXMA 


2, fat, x) = > [ lree-ea+ D pu,v) 
= 


Tal<n- 





e xPen Xe.XB2+ 吉 > pu, v) Pe) 
Ven 


-feo,zo ara, 


那么 
pa”, x») 
<> [| em-x -8 D pave) [ar & 
jujes” 0 l<" 
<J | x -x |k (M+). 
ule 
最 后 


| a- Q,)f (x) | 
<>; EG BD) piu, v) z ev) 
fa 


lslen 


-fx-x,e,+tE5) p(u,u) x, e>] ar | 


+ BsrsD pu vae) 


nclujcm "<= 





- fo |ar ee 


< 工人 Xx. DB) pu, vko 


jajan n<lv|<= 


+L >; (M+ Dz.k., 


<IyT<m 


现在 ， 由 定理 (6.4.1) 立 知 过 程 存在 。 
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$6.7 存在 性 〈 续 ) 


本 节 将 使 用 与 前 面 几 节 不 尽 相同 的 方式 来 研究 交互 作用 粒子 
系统 的 存在 定理 ， 我 们 将 得 到 较 强 的 结果 :; Pn(t,x,*) KAF 
P (t,x,*) (在 有 限 维 意义 下 ) ， 而 且 无 需 定理 (6.4.1) 中 的 局 
部 紧 性 的 条 件 。 这 里 ， 重要 的 工具 是 Kaaropoamg 一 Py6mamre- 
aH 一 Baceprrreta 距 离 ， 简 称 KRW 距离 ( 它 分 别 是 三 个 人 名 英 译 
名 的 第 一 个 字母 ) 。 

(6.7.1) 定义 ik 〈E,p,8) 是 一 个 完备 可 分 距离 可 测 空 
间 ，p 为 距离 。 任 给 EH 上 的 两 个 概率 分 布 P, 和 P, , 

R(P,, P) ==jnfE p(t,:) 
称 为 P 和 P, 的 KRW 距离 ， 此 处 ， 下 确 界 取 遍 一切 这 样 的 随机 
变量 上 和 它们 都 取 值 于 EH) ， 并 分 别 具 有 分 布 己 和 
Pa. 

下 述 结果 集中 了 我 们 所 需 的 关于 KRW 距离 的 知识 

(6.7.2) 定理 it (E,p,6) 如 (6.7.1) ,Po 为 (E,6) 上 
的 概率 。 记 

2 (Pu) = {PP 为 (E,5) 上 的 概率 且 R(P,P) <0] 
BA, VP) ZUR s.) 为 距离 的 完备 距离 空间 。 如 P, 依 距 
E RAT, NP, mia P. 

WY CY (P) 满足 如 下 性 质 ， 存 在 x,€ E, 使 


lim sup| 
Eo PEW) {xsplx,x0)>e} 


px,X)dp=0 


那么 ， 在 % 上 的 两 种 收 剑 性 就 是 拓扑 等 价 的 。 
由 于 我 们 只 在 本 节 使 用 上 述 结果 。 因 此 ， 我 们 不 准备 给 出 证 
明 。 有 兴趣 的 读者 可 参看 Dobrushin (1; § 3. 定 理 2] .下 面 的 
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注解 也 许 有 助 于 理解 KRW 距离 。 

(6.7.3) Æ ”如 果 距 离 p 有 界 ， 则 KRW 收敛 性 与 弱 收 全 
性 等 价 。 

(6.7.4) È 如 Ep, RA Bih, B 


x 
Bd mas xu 


则 可 证 KRW 距离 与 变 差距 离 一 致 ， 即 
RP,,P,) = sup | P. (B) - P, (B) l 
此 时 定理 〈6"7*2) 依然 成 立 ， 详 见 上 文 。 
(6.7.5) E “从 某 种 意义 上 说 ，KRWV 距离 反映 了 概 率 分 
布 的 内 在 特征 。 例 如 说 ， 当 互 是 欧 氏 空间 ， 卫 , 为 点 的 分 布 ， 卫 ， 
2Jn-=Š + x (X CERME) 的 分 布 ， 则 
R(P,P, = |x |. 
现在 , 让 我 们 回 到 粒子 系统 .我 们 将 使 用 $6.2 中 直至 (6.2.4) 
的 约定 和 记号 。 对 于 E8) =(Hn.,, Te, EOMER 2 
布 P 和 P, ， 我 们 定义 有 限 维 的 KRW 距离 为 
R,(P,, P,) = infEp, ÉE), GEFI 
其 中 下 确 界 取 遍 分 别 具 有 分 布 P; 和 P; 的 随机 变量 (随机 元 )5, 和 
š, Pi 为 P; 到 (6*,6*) 上 的 投影 ， 而 
PeX, p(X 3)K XYEE, 
T 


为 方便 ， 也 把 PLY) GRP Y). ME S 6,2, 我 们 取 pa (2) 
=p.G%,0), P) =P), LEE, RAR 
E= {YEE: p(a)<co) 
并 用 5。 表示 由 《6 导出 的 了 ,上 的 o 代数 
在 陈述 主要 定理 之 前 ， 我 们 指出 : 下 述 结果 适用 于 更 一 般 的 Y 
况 ， 例 如 说 ， 可 设 (五 ,8,) 是 标准 可 测 空间 ， 存 在 二 元 可 测 的 距 
B po E (E, p) 成 为 完备 可 分 距离 空间 上 而 且 由 pv, 生成 的 c 
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代数 重合 于 8.(WE S) 。 或 者 ,如 每 E. 赋 散 拓扑 ， 那 么 结论 也 对 。 
此 外 ， 我 们 也 可 以 用 ps(z 芒 生 >)ps(z)2 或 max p,(,U) 
uEa v€ 


REPY). WE, TERA paR Pa HIPP) (€ E) 
换 成 具有 如 下 性 质 的 P Q) (CE); 

GD 了 是 4 可 测 的 非 负 函数 

GD 车 x 仅 有 有 限 多 个 坐标 异 于 9， 则 PD (z) <coi 

GID 对 每 d>0 和 ?>1，{zEBE， pæ) >d) Æ E h 

HE, 

Gv) 对 于 每 XEE, pta) 1 p), nto, 
此 处 

xir E E4'=z-(z€ E; pan(Xhn,X) + p.- (Xr,0) = 0) 

最 后 ， 我 们 指出 : 我 们 只 处 理 g,(X) - g,(X,*) ， 而 并 不 涉 
及 它 的 分 解 

ganS gc》 , 


aCA, 
(6.7.0) 定理 ” 设 有 常数 CER， 使 
.) 


(6.7.7) [aaa pa -pw )<cf1+pop ) 
XEE,, n21. 
而 且 ， 对 于 一 切 1<n<m， 存 在 8, 和 Am HEEE n 
使 得 
(6.7.8) Darn Pu Gr 2) 
<J) cup Xi z) + Cu (n, m) (1 +p) +Pp (2 ), 


ved, 
WE An, Xi, z,C E,, MSNS 
此 处 Cw: u, € S) 的 非 对 角 线 元 素 非 负 ，(c(nu M: WE Aa) 


*) 。 如 (6.2.5) 和 《6.2.9) 成 立 ， 则 本 条 人 满足 。 
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\ 1<n<7mn) 非 负 ， 而 且 满 足 


rt Be ` 
(6.7.9) C,(,n,m) =|[e ?Ct-s) 


c, m, m) | (wads 
Se 
=S gpr. Be mm | =o, 


mm-roo，t>0。 
此 处 B= (ca: UVE Aa). 
则 存在 Eol) 上 的 一 个 具有 转移 函数 P(t,X,*) 的 马 氏 过 程 ， 
使 得 对 每 CE Z, 

R.( Pat, æ, °), P t,x) )>0, n-=oo 


XEE,, t>0. 

而 且 ， 此 收敛 性 对 于 

Ed) (x€B,: p(x) <N) 
中 的 和 是 一 致 的 。 最 后 ， 对 于 每 固定 的 刀 P(t,z,+) 在 如 下 意义 
下 连续 ; LX EE NSl; sup p(X) <0, 

lm pt2) =0, uES, 
则 对 于 每 waE 1 

lim RÒP), Pt) )=0. 

(6.7.10) Æ 如 果 Jim cn,m)=0 且 


sup c,(n,m)+sup`; | cw | <= 
mən €An v w€; 


则 条 件 (6.7.9) 自 然 满 足 。 其 次 ， 不 失 一 般 性 ， 以 下 总 假定 c>0. 

(6.7.11) Æ 条 件 (6.7.7) 保证 了 所 构造 的 过 程 不 至 于 
跑 出 也 ,条 件 〈6.7.8》 右 方 的 第 一 项 代表 了 A 中 各 小 盒子 对 于 
小 盒子 包 的 交互 作用 ， 第 二 项 A, 外 的 小 盒子 对 于 A. 内 小 盒子 
比 的 交互 作用 。 这 样 ， 条 件 (6.7.9) 说 的 是 ， 当 nn 增 大 时 ，4 内 
外 的 交互 作用 迅速 减弱 。 
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定理 (6.7.6) 证 明 的 关键 的 一 步 是 给 出 (Pn(t, X,+), 


Pate, e) ) 的 估计 。 如 果 CC.) 非 仙 ， 那 么 下 述 两 条 引 理 将 提供 
所 需 的 估计 。 
(6.7.12) IÆ 设 TE18;，、hE184 满 足 
faan (rap - reo )<hG5, z€ E 
此 处 q (a) - q(x,") 为 (E,8) (不 必 是 上 述 类 型 的 乘积 空间 》 
上 的 9 对 ， 则 
[p= t,x, dy) (r(y) -7(%)) 
| ee (s,s aha, t>0, xEE. 
(6.7.13)Gron wall 引 理 it Ø W H Coc) (#šc= oo, 
理解 为 半 直 线 ) 到 R¿ (d>1) 上 的 Lebesque TWE g, W g 
(0,c) 到 Rí x R4 上 的 Lebesque Ti wE, WY (s) = 
WVG). 如果 
(6.7.14) WODO + [ay Wesyas, tE 
则 
6.7.19 Web <D + | exp| [wO ds] osas, 
t€ [0,c]。 
进而 , 若 (6.7.14) 中 的 等 号 成 立 ， 则 (6.7.15) FR. XRH 
取 等 号 的 方程 (6.7.14) 有 唯一 解 ， 记 作 W"(t)。 特 别 地 ， 对 
于 满足 (6.7.14) 的 任 一 WW ， 均 有 
(6.7.15) WSW), t€ C0,c)., 
这 两 条 引 理 的 证 明 将 随后 给 出 。 我 们 先 用 它们 来 讨论 所 需 的 


* ) 可 将 D mW 的 非 负 性 换 成 可 积 性 。 
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估计 。 首 先 ， 若 以 也 ,esassdaiydao) KRÈ» , 0k 30 q 
对 ， 则 条 件 (6.7.8) RI 


人 (sz dpo dip.) (pe (Bo Ya) — p. (is 2) ) 


<>) Cup. Grus z) + (1 + PX) + p(X,) )e.m, m, 


“Edn 


Lis X, E Es, WE An 
其 次 ， 由 条 件 (6.7. 容易 得 到 (参见 引 理 (6.7.19)) : 
(6.7.16) [P.e,zappap<(i+peo)et-1, 


xCE,, t20, n>1 
于 是 ， 由 引 理 (6.7.12) 得 
(6.7.17) 。 RY. (ts Ki, 2) 


É: ~ 
< p. (z, Xa) +] ‘asf P ny n(S3 2, X33 dui, dY) 


. |> CaP (Yis Y) + (1 +p) + PY )e, m, m) 


Edn 
= px (2), X) + > co| š Ri, mlS, X1, Xa) ds 
“Ed, 
+c, (n, m| 'as|ı + |P,e， xo dY) PH) 


+ [Pas ru du) | 


<p. Ki, z.) + >; c<] ' Ri a(s Xis 2) ds 
rr 
aE, 
+ co (m m| ds|(2+ pe) +peo)es=1], 
WE As, x, X EEs, t>0, NSL 
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EE n,m, zi 和 za， 并 记 列 向 量 
RO = (Ri, at i, x): WE AD), 
= (p+ Gu, 8): WE An) 
C = (Cu (M, M); WE An) 
再 记 
ab =| EO +p ED + p(zoyes -1ds。 
则 上 式 变 成 
ROSP +a) Bu | Rs)ds. 
KRE, H Bs 非 负 ， 则 我 们 可 以 使 用 Gronwall 引 理 ， 得 到 
R(D<P+a(DC+ J'e<a|| Bras [BFP + acsyC1ds 


=P+at)C-e™ pean a(s)C]ds 


=eB8 1p+ Je @-5C[ (2 + p(z:) +p) le- 11ds 
0 


(6.7.18) R," (tx, 2) 
< (eB .Kis 2,)) (W) + frerpæ + P(X)) er 


~ 1] Ce" e-nc, (n, m) (w)ds 
这 正 是 我 们 所 需 的 估计 。 虽 然 这 个 证 明 并 不 适应 于 一 般 的 情形 
(由 于 使 用 Gronwall 引 理 时 假定 了 Bu>0) ， 但 它 毕 竞 让 我 们 具 
体 地 算出 了 估计 式 。 后 面 ， 我 们 将 使 用 完全 不 同 的 方法 ， 证 明 这 
236 





个 估计 式 对 于 一 般 情 形 也 是 对 的 。 
让 我 们 回 过 头 来 证 明 前 面 的 两 条 引 理 。 先 证 Gronwall 引 理 。 
显然 ， 只 需 证 明 前 两 项 断言 。 命 
Y e = |"waywaesads, 
M] Y 绝对 连续 。 由 (6.7. 14) N E (0,c) 的 一 个 零 集 而 外 ， 
Y (b -VDY SY) Gt) 
再 记 
Z0 = expt- [Pods yo 
则 上 式 等 价 于 
Z O Zep- [Yd OID, 
注意 2Z(0)=0 和 名 的 绝对 连续 性 ， 得 
ZOZ | expl- [sd (s) Ocs)ds 
从 而 由 Z(t) 的 定义 得 
Y (< | exp| fv as ly es) os)as. 
但 由 Y(t) 的 定义 和 (6.7.14) 548 
WOZO +Y). 
故 得 引 理 断言 。 
至 于 引 理 (6.7.12) ， 可 用 (1.2.26) 和 如 下 初等 结果 立即 
得 到 。 
《6.7,19) 引 理 设 q(X) -q(x,*) 为 (E,8) 上 的 gq 对 ， 


Ere+:, f, C... t20, f(t,X) 关 于 t 可 微 ，XEE, WE. 
fo, >p 





为 使 
maeGD<ftbam， t>0, xEE. 





gie o>|aæ apy te, -fG@,2)1, t>0, z€E, 


证 由 比较 定理 及 向 后 方程 (B) 立 得 。 ] 
(6.7,20) 定理 (6.7.6) 之 证 。 


(a) 试 证 估计 式 (6.7.18) 。 使 用 与 前 面 类 似 的 记 号 ， 即 
添上 空间 变 元 。 由 引 理 〈6.7.19) ， 我 们 只 需 证 ， 


EPB P E, x) + pt B: eatC( I0 to jds 


dalt, z, Ta) 
+C. P. 


>f ny mK X, di dyder LP H Y) — P (x, , %,)] 
+ | q x" Xs Z; dl, dp.) | e: wnC| dals, YY 
_ dals, Xi, Xs) 
pea 

改 记 

Ds Xi Xs) =C fat, zu z) 
则 由 分 部 积分 知 ， 上 式 

EY = eP UBP (a, X) + feruta, £ X.) ds 

十 eBatgp (0, Xi X,), 


另 一 方面 ， 由 条 件 〈6.7.7) , (6.7.8) 和 es? 的 非 负 性 ， 
有 方才 e3%![B% P (G, X) +@(0, Lis 2,)1 


+ 和 (Eee x) Jas. 
故 得 所 述 断 言 。 
(b) 测度 P(t, Xx，*) 的 构造 。 
在 估计 式 6.7.18) rh, W= Xx,=X, 得 
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《6.7.21) Rat, £, 2) <2 Q +p(a))e“c(t, n, m) 
t>0, XECE, to€ Á,, NSl. 
进而 
R,(P,Gt,zx,-), Palt, x, *)) 
< |Ë ny a(t z, 2 du, dy PeU Ya 
= DORY, a(t, 2, 2) 
< 


<2G +p eRe, (t,n,m) 

—> 0, m>n—co°, 
应 用 定理 (6.7.2) ， 存 在 (E8) 上 的 概率 测度 P° (t, z.) , 
使 得 

(6.7,22) R,.(P,(t,z,*), P°(t, X, °))—>0, 

n— oo, 

而 且 此 收敛 性 对 于 E8V 中 的 x 是 一 致 的 。 另 一 方面 ， 若 cCAp， 
a, BE Z, WJ 

R.(P°(t,z,*), PG, X,*)) 

<R,(P,(t,z,*), P’ (t,xX,*)) + R,(P,(t, X,*), P. (t, X,, *)) 

<R. (Palt, X, °), P'(t,z2,°*)) + Re (Palt, z, °), P (t, z, °)) 

—0, n—co 

这 表明 测度 族 (P(t, x, *): a € 91} 是 相 容 的 。 故 由 Konxoropos 
扩张 定理 知 ， 存 在 (E, 8) 上 的 概率 测度 P(t,X,*)， 使 得 它 到 
Ee) 上 的 投影 就 是 P(t,X,*) ”(t 宇 0,XEE)。 按 照 定理 
《6.7.2) ， 依 KRW 距离 的 收敛 性 蕴涵 弱 收 敛 。 故 ”Pn (t, X, e) 
的 有 限 维 分 布 弱 收 敛 于 P(t, x,*) 的 有 限 维 分 布 。 

(c) 试 证 

P(t, Xx, E)=1, t>0, zGE,, 

而 且 P(t,*,B) 是 86。 可 测 的 ，BE loe 
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首先 注意 ， 由 (6.7.16) 知 
arpia) e"-1>lim|P t, x, dD) PD 


Slim|Pr(t, sdy p(y‘) = lm [Pst Gf, z, dP (Ym) 


sfp% t,x, dy) p (^w) = [Pa ,dy py), 


倒数 第 二 步 用 到 弱 收 全 性 (参见 定理 (14.1,5))。 再 命 mco, 使 
用 Fatou 引 理 ， 便 得 


(6.7.23) JPe,z, apan <a +p()e“-_1, 


这 当然 导致 P(t, xX,EE,) = 1, 为 证 可 测 性 ， 我 们 只 需 考 虑 (E, 6) 
上 的 有 限 维 开 集 〈 开 柱 集 ) 。 然 而 ， 这 种 集合 可 用 Lo 中 的 函数 任 
意 逼近 ”, 此 处 

工 一 { 思 存在 cE Fy， 使 得 了 只 依赖 于 a h 03 b B XA FEE 

È p, 是 有 界 Lipschitz 连续 的 }。 

故我 们 只 需 考虑 SPOe, df) GEL)H e s Wt. R 
而 ，JPr(t,*, dy)f(y) E68。， 故 作为 它 的 极限 ， 也 有 
JP, df E8. 

(d) 其 次 ， 我 们 证 明定 理 的 末 项 断言 。 

由 于 

RaP (t, xi,*), P(t,X,*)) 

<R, (P(t, Xis +), Pa (t, X1, *)) 

+R P, X, °), Palt, £, *)) 

+ R,(Pa(t, Xx, *), Palt, Xis *)). 
故 由 条 件 (6,7.9)、〈6.7.22) M (a) ， 先 取 刀 足够 大 ， 再 取 1 
足够 大 ， 可 以 使 上 式 右 方 任意 小 。 


°) 参看 (6.8.3) 。 
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(e) 试 证 半 群 性 。 
由 于 ED 上 的 两 个 概率 测度 若 在 有 限 维 开 集 上 重合 ， 则 


它们 必定 相等 。 因此 ， 如 (c) 中 所 述 ， 我 们 只 需 就 了 E To 证 
BB: 














[P+ s,x, dy)f(y) 


= [Paxan [Ps nanto. 
HÆR, H (6.7.18), (6.7.22) 和 (d) 得 到 Fn, 


KẸ m->co, 
| [Putan dnt o- |Pe,z,a fo | 


“<| [Pat æ dnf - [Pates avto | 


+| [etss d) fan - [Pezi dy) fan | 


+| [pazi dy - |Pe,x,dyfon | =o, 


故 在 了 D 有 界 集 上 ， 一 致 地 有 
(6.7.24) impa za sd fo = [Pee dyta 


同样 地 ， 在 PD 有 界 集 上 一 致 地 有 
C6.7.25) lm[ (Patzi dw) fu) -|Pez: sanjan] 


=0. 
其 次 ， 由 (6.7,16) 知 ， 对 于 任 给 的 。>0， FERD K HN, 


使 
(6.7.26) Palt, x, (g€ F, p(y)>N)) 
€ 

<el) 


对 于 一 切 n>1 成 立 ， 因 此 ， 着 以 “A=B” RR | A-B | <e, 
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我 们 看 到 
JPe,xan [Pevnina 
=lim|P (t,x, dy) [54 PoCs,y.", dz)f(2) 


=lim lim [P(t, x, dy) | p,a Pa(s, 947, d2 f2) 


maoo 
w 


Slim lim| mPa, xdg) | pi Pats, 4", dz)f (2) 


(由 (6.7,26)) 
lim Pat x dy) |p, Pas, yt, dz)f (2) 
《由 (6,7.24)) 
Slim | oP 2, dy) |, PoCs, ,dz)f (2) 
《由 (6,7.25)) 
Í 


te) 
= lim 


neo 


n Pase dy) | Pats y, dz2)f (2) 


(H (6.7. 26)) 
= lim ;Prt+s, x, dy)f (0) = |, Pars edp. 


(D 最 后 ， 如 定理 (6,4.1〉 证 明 的 最 后 一 步 ， 我 们 可 以 构 
造 出 以 Eod) 为 状态 空间 ,以 P(t,X,，，) 为 转移 函数 的 马 氏 过 
程 。 】 

(6.7.27) 推论 在 定理 (6.7.6) 及 〈6.7.10) 的 假设 下 ， 

cs= sup >; jco| 

则 (6.4.2) 成 立 。 

证 由 估计 式 (6.7.18) 立 得 。 ] 

类 似 地 ， 对 于 《6.4.14) 和 (6.4,22) 可 以 平行 地 展开 讨论 ， 
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(6.7.28) Æ 定理 (6.7.0 适用 于 8$6.6 的 所 有 模型 的 
有 限 程 情形 ， 即 sup |(u € S; Pu, 10) = 0)| <o, 作为 例子 ,我 们 
先 来 看 看 广义 Potlatch 过 程 〈6.6.10) 。 一 阶 矩 那里 已 经 验 证 
过 ， 即 条 件 〈6.7.7) 满足 ， 我 们 只 需 再 检查 条 件 6.7.8) 和 

(6.7.9) 。 为 此 ， 使 用 耦合 
Dafa = TIF ap a£ DP, wx 
mujan”? Ww 
x xe, LO eri i ENP U,V me) — fx, x] 


dF(5 + >， | re xh ex + £ DPU, veVe) 
和 


下 人 
-fE JdF(®), 
那么 
Tn npu (x0, x?) 
i D y 
<E f po tao -aa) e- £ FP) 0) 


lien tSn 


+£ Š) Pu, vex?) dP (É) 


eiv em 
+ > [po est- Y1PGu, yatay dF (D 


<Du “Qa, x) 4 >P: (x, XP) P G@, w) ko/k, 


y <a 


+ 3 PP he, € A= (u€Z:, <n, 


me< 思 Sm 


É" wasqa 4:40, wes 
” (Panu +1， u=w, nr 
Culm) = X, Pu, Wku/ky, WEA, 


We (6,7,10) 知 ， 条 件 (6.7.9) , HENI (6.7.27) 的 假设 都 
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满足 。 


最 后 ， 对 于 8$ 6.5 所 讨 沦 的 反应 扩散 过 程 ， 我 们 取 如 下 看 合 
Q, mf Ge, 1) 


=>; X> {Xs z, + k) — Q. Jo Ye + k)) * [f G + ke, Y) 


只 
v€4, kao 
. 


-ÍG%,1DJ + Yn Y: + k) — qa G, 2, + k) HES (X,Y+ 
ke) =f X,Y] +q Xs, x, + R) Aq. G, J, + k) [ f (z 
+ ke Y+ ke) — f(x, x) 了 


+ D aUt k)Uf G, U+ ke) — f y] 


s€4,=4, 


+ 2 Pu, V) {Cu (X) = Ca (YD ES (E = eu + eun Y) = 


"€ A, 


—fX,Y)) 1+ (Ca (Y) C (X) HES (z, Y- es + e) —- f(x, 1 
+ Cu (Xu) Ac, (Ya) CÍ (X — eu + Crs Y — Cu + Cu) ~ f (£, Y) 1} 


+ 2; cy) D Pw LIX Yy- ee) -f(x,Y)] 


"€ Ay > A, VEA m 


+ PclY) 2) PUDE, Y- ete) -了 Gy 切 ]， 


“Ed, "SA, =, 
1<n<m. 
这 样 ， 当 2E4 时， 我 们 有 L 
Q, pe (2Y) = > Da (xs, Xu + k) — Q. (Yas Ya + k) ) + 


x [Doe (X + ke,, Y) — Pu (x, 8) | + (q, Yus Ya + k) 
— q.Gx", Xa + k)) * [pe (x, Y + ke) ~ pw (z, ) Jy 


+ >) Pu,v) ELX) — c, Y.) ) *[pe (e — e, + en Y) 


w€ A, 
— Pol, Y) + (Ca Ya) -— c. (X) ) UPa (X,Y — e, + e,) 
-Put DY + > Cy) D Pan) pult, Y+ e) 


*€ 4m 一 4 "eA, 
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-Pox DI + Dcly) D Pv) Epu (X,Y e) 
"€ 4m 一 4n 


= Pw (x, 1) 1, 
ATSE (6.5.21) 的 证 法 ， 容 易 得 到 (6.7.9) 所 需 的 估计 。 
如 定理 〈6.7.6) 之 前 所 述 ， 此 定理 适应 于 非常 一 般 的 函 
数 D。 另 一 方面 ， 上 述 例子 表明 ， 它 却 限定 了 交互 作用 。 AM, 
对 于 P(X) =D P(X)k,， 这 个 限定 是 可 以 放宽 的 。 下 述 结果 适 


用 于 8$6.6 的 所 有 模型 。 
《6.7,29) 定理 取 P(x) = p(x)k,。 假 设 存在 常数 


ciE 民 和 一 个 M 可 控 和 矩阵 (b(w,v):; U,VvES)， 使 得 
(6.7.30) fa. (x, dY) (P, (Y) — P, (%)) 。 
<P, +p, (x) + X) p (x)b u,v), 


vE, z€ E,, NSL. 
此 处 
B.>0, u€8, DPk<%0, 


再 设 对 于 每 ISn<m, ## Q, MOn 的 一 个 正则 相合 名 wn， 使 
得 x. 
(6.7.31) D), De (Xs Xs) 


SDP) c. p. Gy z) + D PeX) Jue t Pol) CNM), 
“Edn EAn MAn 


wE An, Xis z, € E, 
此 处 (Cow: WWES), (ga: UWES) 和 (c,(n,m): WE An) 
G<n=<m) 均 非 负 ， 而 且 满足 
C6.7.32) Q Sup. ca (n, m) +suPD cw + sup gu eo, 
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lim cn, m) =0; CaN, N) = 0 EAn. 
那么 ， 存在 Eob) 上 的 一 个 具有 转移 函数 (t,x,，，) 的 马 氏 
过 程 ， 使 得 
(6.7.33) R, (Palt, X£, +), P(t,z, *))—0, n=, 
XEE,, 
而 且 此 收敛 性 在 有 限 t 区 间 上 是 一 致 的 .再 则 ,由 P(t,X,*) 所 决 
定 的 2 上 的 马 氏 半 群 {P(t)}1>。 具 有 如 下 性 质 ，P(0) =l, 在 2 的 
-RHOS EREM, 存在 常数 cv<co， 使 
(6.7.3) IPOWFX) -PF 
<e tL (fp, Y), 
1Z0, X,YEE, JEZ. 
证 明 首先 ， 由 引 理 〈6.2.8) ZU, 存在 常数 c, 使 


Jp.e,x,ap po < Lo. ent + Bee] 
ry 





eu 
x Droo uv), 
t>0, XEE,, VEAn, n>1. 
由 此 出 发 ， 仿 定 型 《6.7.6) 的 证 法 可 得 如 下 估计 : 
(6.7.35) Rn(t, Xis X) < [eS tp. (au 2) J (W) 
+ J'as > ro. (Xs) eris+ Bee) 2 S pech e-o 
° Eh mol! 
bD (u, + )k.c. n, m)] (w) 


+Í ds > Cpu (%,) e01" + Bec2:]* 2e 


x D, bP u,vk [eci t-?g .1 (w) 
r€A, 4, 
t>0, x.,zw,C E,, WEA. 
此 处 C, = (Civ; U, VE An) .注意 条 件 (6.7.30) AH RIE (6.7.7), 
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仿 前 一 定理 可 证 : 存在 集中 在 E。 上 的 概率 测度 P(t,X*,，)， 它 
满足 除了 半 群 性 而 外 的 各 项 性 质 。 
注意 由 上 式 及 假设 条 件 (6.7.32) ， 可 得 ， 存 在 cs<co， 
使 
(6.7.36) [Pa O fx) -Pa G) f G| SLG) ep (a, X), 
t>0, Xi, XEE,, JEZ, n>1. 
另 一 方面 ,由 (6.7.33), (6.7.23) 以 及 
| (Pat) — P (t) f (x)| 
< |(P,G@t) - PO)) fr) + |P, (t) (f — fs) (01 
+ |P (t) G- fx) œ) 
<L(f) Ra (P,Gt,x, +), PE X, *)) 


HLD Dp +L [Peed p(y, 
s€ A 


ve4, š 
此 处 加 (2z) = 了 (x4.)，fE 2, RIAZ: BDE (6.4.6) 依然 成 
立 。 现 在 ， 我 们 可 以 重复 〈6.4.8) 之 后 的 证 明 来 完成 本 定 M 的 
WH, 


$6.8 补充 与 注 记 


关于 两 个 半 群 的 分 部 积分 公式 (ML (6.1.6)) 最 早出 现在 
Liggett 和 S pitzer[1]。 但 那里 只 涉及 有 界 算 子 的 平凡 情形 .这 里 ， 
我 们 给 出 了 系统 的 处 理 。 

我 们 在 $ 6.2 所 讨论 的 模型 ， 曾 由 BaCHC [1] 研究 过 。 一 些 
特殊 情形 曾 被 Liggett 和 Spitzer [1] 研 究 过 。 前 者 与 86.7 所 用 
的 方法 相近 ， 后 者 与 8 6.4 所 用 的 方法 相近 。 但 这 里 基 于 q 过 程 
理论 的 证 明 方法 跟 他 们 是 不 同 的 。 这 使 我 们 能 够 得 到 远 为 一 般 的 
存在 性 条 件 。 

$6.5 取 自 陈 木 法 [5]， 这 里 略 有 简化 。 主 要 是 引 理 


247 





(6.5.17) . 

零 程 过 程 (6.6.1) 最 早 是 Spitzer[1] 提 出 的 。 Holley[1]， 
Liggettf2] 和 Andjel[1] 都 研究 过 这 个 过 程 的 存在 性 。 

《6.6.2) 属于 郑 小 谷 、 丁 万 瞻 [1] 

(6.6.3) 和 (6.6.4) 取 自 陈 木 法 [5]。 

(6.6.5) Æ Greven[1]。 但 他 花 没 有 给 出 存在 性 证 明 。 

(6.6.6) 一 (6.6.9) 属 于 Spitzer[2], Liggett 和 Spitzer[1]， 
刘 秀 芳 提供 了 〈6.6.6) 的 详细 证 明 。 

(6.6.10) 属于 Holley 和 Liggett[1]， 但 那里 没有 给 H 详 
细 证 明 。 

本 章 的 其 余 结果 都 是 新 的 。 

本 章 中 ， 我 们 虽然 给 出 了 相当 一 般 的 存在 性 定理 ， 然 而 它 远 
非 最 终 的 。 至 于 唯一 性 ， 目 前 的 认识 就 更 为 肤浅 了 。 

关于 紧 空间 情形 的 存在 定理 见 Liggett[1, 3]. 

新 近 ，Rachev[1] 对 定理 (6.7 .2) 作 了 重要 改进 。 ERN 
对 KRW 距离 与 弱 收敛 拓扑 之 间 的 关系 有 了 完整 的 认识 。 今 陈述 
WTF: 

(6.8.1) 定理 it (E, p, 8&4 (6.7.1). (6.7.2) RH Po 
HAAN. WBA, WESCYP) 在 KRW 拓扑 下 相对 紧 ， 
充 要 条 件 是 

Ci) Yi 在 弱 拓 扑 下 相对 紧 

Ci) 存在 〈 或 对 每 ) x,€ E, 





lim sup J p(z, z) P (dx) = 0 
c= PEW J usp(,r>a 
同时 成 立 。 


(6.8.2) 定理 lk P. PC2Z(P), JA P, tk KRW 距离 
收敛 于 卫 当 且 仅 当 

Ci) P, 弱 收 化 于 P， 
248 





GD 对 某 REM VEE, 
limE P (En, Xo) = E p (E, Z) 

同时 成 立 。 此 处 E 26 Pa Ey fi P. 

文 Rachev[1] 讨 论 了 更 一 般 的 情形 。 关 于 概率 距离 空间 研究 
的 现状 ， 请 参看 最 近 的 综述 文章 Zolotarev[1] 。 

本 书 多 次 用 到 下 述 结果 。 

(6.8.3) 引 理 设 (E,o,2) 是 距离 可 测 空间 ， 则 每 一 开 
集 可 用 有 界 Lips chitz RERNE. 

证 给 定 开 集 U。 取 


fx) = p(x, Us) 


l1+p(X,U°) 
W f EAR Lips chitz 函数 。 命 
1 
L, jJ jo >F > 
qw) ={ T 
nwl, me <z 
则 对 于 每 %，q,[f(X)] 也 是 有 界 Lipschitz 函数 ， 而 且 
gs[f(xz)] 4 Iu (x), n>œ, xEE, J 
(6.8.4) 推论 it (E,o,4) 为 距离 可 测 Z, WZA L 
包含 一 切 有 界 Lipschitz Ag, WJ L 86 & Zrhtty—J w ml Ba 38 , 
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第 二 篇 
可 配 称 性 和 可 逆 性 





第 七 章 ”可 配 称 q 过 程 


可 配 称 、 可 逆 马 尔 可 夫 过 程 的 概念 来 源 于 统计 物理 。 它 反映 
了 过 程 关 于 时 间 的 可 逆 性 质 ， 即 所 谓 “细致 平衡 的 微观 可 道 
性 。 一 方面 ， 这 类 过 程 自身 有 重要 的 实际 意义 另 一 方面 ， 只 有 
把 这 类 过 程 研究 清楚 了 ， 才 有 可 能 深入 地 研究 不 可 道 过 程 〈 人 参见 
第 十 一 章 ) 。 

KARMATE AREA q 过 程 的 基本 理论 . 主要 
有 可 配 称 q 过 程 的 基本 性 质 、 存 在 性 和 唯一 性 ， 


$7.1 可 配 称 和 可 逆 q 过 程 


(7.1.1) 定义 一 个 定义 在 概率 空间 (Q, Z,P) 上 、 取 
值 于 ( 卫 ,8)》 的 马 氏 过 程 (Xi, 1220) RATH, WER F IE 
意 有 限 多 个 0<t,<-.<t,, 

(1.2) 加 一 机 -= 如 一 在 ， t-i- t-2=ts-t, 和 
MA, +, A,€ 2, RBE 

PIXNEA,%, Xn EAJ 
= PLX EAn, Xn EAJ. 

上 述 定义 给 出 了 可 逆 马 氏 过 程 明显 的 直观 意义 ， 有 限 维 分 布 
关于 时 间 是 对 称 的 。 由 单调 类 定理 立 得 

(7.1.3 定理 ”过程 (Xt) 是 可 逆 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 
有 限 的 n>1 和 满足 (7.1.2) Ktos tas HA 

ECLf(Xn, +, X,0l = ELS Xn, , Xa)l, 
了 Eco 。 
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Jjkkb at 208 n mp. 
下 面 ， 我 们 将 把 具有 转移 函数 P(t,x,，。》 的 马 氏 过 程 的 可 
道 性 归结 为 P(t,x,，》 的 可 逆 性 。 为 此 ， 先 引进 如 下 概念 : 
《7.1.4) 定义 称 P(t,x,，) 是 可 道 的 《相应 地 ， 可 配 称 
B), WREE (E8) 上 的 一 概率 测度 (相应 地 ，o 有 限 测度 》 
4， 使 得 


| an Pe, 本 = 人 aamPdmAa， 
A,B6€#, t20, 
此 时 称 / 为 一 个 可 逆 〈 相 应 地 ， 配 称 ) 测度 。 
使 用 单调 类 定理 ， 容 易 证 明 
(7.1.5) 定理 下 述 各 项 断言 等 价 ， 
Ci) P@,z, +) 关于 4 可 配 称 
CH) 对 一 切 4, BE8 和 了 Er-e+， 
[ADP x,B) = | pda [Pa,z,ap fo, t>0 
Gi) HH f, Ers, 
reo payo eo n a = jaw Pp WF nd), t>o, 


POf) = [P e, x, dip f Gp, 


Civ) 3—0 f,g€.2., 
fiw Wg nd) = f OPAS Gn (da), 


PAS) = | ep 伯 f(z)dt。 


WE CE,2) 为 距离 可 测 空间 ， 则 上 述 断 言 均等 价 于 
(v) 对 一 切 f,g€ 2g;， 


fs (z) P) g (a) u (dx) = J Pi naa), t>0, 
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此 处 为 巨 上 一 切 连续 函数 的 全 体 、 
现在 ， 我们 可 以 给 出 本 节 的 主要 结果 之 一 。 
(7.1.6) ER 设 (Xt) 是 具有 转移 函数 (t,x,，。》〉 和 初 分 
T u ABRIR. BWA, (K) TAKERE EP, x, o) 
关于 人 可 道 。 
证 由 假设 ， 对 于 任何 的 Stt MSE, ROA 
EL Xi... X,)1 


= uaxo [px xiaxo | [P-t -otdd 


x fa, e, 。 
如 果 XD 是 可 逆 的 ， 则 由 
P[X,EA, X,€ B] = Px-X,€ B, X:€ A] 
立 得 
|: (dz) P (t, z, B) = Í, (dz) P (t, z, A) 
从 而 必要 性 成 并 今 设 Plt,x,，。，) KFU. ER {t 
ta jE (7.1.2) , ÝE 


gx) = Jf- EDP Ct —h, Xis dz) 
x [F-D Pt- t, Xis dX) 


x f- Ís (XDP (t,— ts Xr-is dz) 


此 处 和 EB(<i<n)， 则 
m= Pt,- t.) (f,-19-1) 6, 
反复 使 用 这 一 事实 和 C7.1.5) ， 便 得 
E [Cf, En) f.- Er) + fi Gai) 1 
= (udan [FDPs taden 


x [EDP t-ta zo dz) 
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x [ao past... Xs dx.) 
= |u(dx;) P (t) GPa- t.) (f.-.ga-)) Geo) 
= [ucdxo GaP r- t) (F190)) (x) P (t) XO) 
= [ucaxof, EDP r= L) Gaga) G) 
= edxof EJ- EDP- tfa) 
-| 


UAX) f. CK) Pt, -ts DF DP ts ~ t> Cf.-,g,-,) G) 


f" 


UCAK) fs (£3) ga Gr) P (t; — ta) FP ata) fa) G) 


= (AADA [op a, -tydy | “< 
x [EUDP tais Yes, dy 
= [LAAPE -OR 


= fa (du) PG t) GPC- tD (g) 

= Efi K Deef Kn). 
特别 地 ， 取 fi= I4, (1<i<n) ， 便 得 到 所 需 的 结论 。 

(7.1.7) 推论 每 一 可 逆 测 度 ú 都 是 一 个 平稳 分 布 。 

证 在 上 述 定理 中 取 fi=l, f, Es, 立 得 

ECX) =E CX)f CX) 

= ECf.(X)f (X= Erf,(X21. 1 

下 面 ， 我 们 将 进一步 由 q PHHEP (t, X, *) 的 可 配 称 性 和 可 道人 性 
导出 q 对 的 相应 性 质 。 

(7.1.8) 定义 称 g 对 q(x)-q(z,。) 可 配 称 ( 相 应 地 ， 
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可 着) ， 如 果 存 在 o 有 限 测度 《相应 地 ， 枝 率 测度 》 wp， 使 
J aya, D = | udaa, A), A,B€# 


此 时 称 上 为 q(x) - q(%, +) WER GH, TOWE. 
〈7.1.9) 定理 2 PG, z, +) 关于 人 可 配 称 ， 则 相应 的 
q 对 亦 然 。 
证 熟知 
P, x, {%})>e-e ®t:, EE, t>0, 
从 而 


Pw B) <1- P@, = D <q G), 





wasps ras 
(a) ANB= @. 

任 取 Q, 1 E, É (Q. <co, n=l; 再 设 G,= [x€ E,q(z) 
<n], n>1, WJ G, 1 也。 由 上 面 的 注解 、 控 制 收敛 定理 和 9 过 
程 的 定义 得 

| p doq, B = im | Adz)qg(z, BG,Q,) 


=lim imf ag ulda) Pt, x, BGO) 


neo tho 


= lim imf o u (dx) 


Pít, x, AG.Q.) 
neo tho t 
= j, (dx) q(x, A). 
(b) ADB, 
H (a) 得 


Jean qx, B f n(dz)q(<, B) + Í a (dayq(z, B) , 


Asi 
= [ucaayq ez, B)+ | u aayqa, AB») = | udag, A. 
(c) 一 般 情 形 
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th Ca) fü (b) 48 
| pama, B) = |, (dx)q (x, AB) + | pawa (x, BA°) 


u Í. u (dx)q (zx, A) +Í Aldx)q(x, A) = Í u(dx)q(<, A).] 

B BA B 

利用 单调 类 定理 ， 容 易 证 明 

(7.1.10 定理 下 述 断 言 等 价 。 

Ci) q@)- q(z, * ) AF u TER, 

(H) HAEHAE, 

| u (dx) f(xX) q(x, A) = Í, (dx) [acant Y) 
Gi) 对 一 切 世 9gEre+， 

| fæ ca = Jacoapayutda) 


S= dD, z€E. 


WR (E,4) 是 距离 可 测 空间 ， 则 它们 也 等 价 于 
(iv》 对 一 切 f,g€2+， 


f f(x)qg (Xx) u (dz) = foaina). 


$7.2 存在 性 ”唯一 性 判 据 


”可 配 称 4 过 程 的 第 一 个 最 重要 的 结果 是 
(7.2.1) 定 理 ”最 小 9 过 程 关 于 4 可 配 称 当 且 仅 当 其 g 对 关于 内 
可 配 称 。 特别 地 ， 对 于 给 定 的 可 配 称 q 时 ， 可 配 称 gq 过 程 总 存在 。 
证 ”必要 性 见 定理 (7.1.9) . 往 证 充分 性 。 命 
Po GQ, x, A) = ò(x, A)/(A+q(%)), 
PD, z, A) = fam a P ay, A)/ (+ gx)), 
1 之 1， 
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Mo Prea, x, A) =D POA, x, A). B-A, 


J: n (day Po0(4, z, B) = [prao /G+q()) 


关于 A, B 对 称 。 从 而 P"(4,X,*) 关于 人 可 配 称 。 假 定 WT n 
已 真 。 那 么 ， 由 9 对 关于 人 的 可 配 称 性 和 定理 (7.1.10) 得 


pd P+ x, B) 


= f rawo fac, dy) P? (4, Y, B) / Q + q (2) 





加 | (dx) Ge 人 )aP0 +, B) GD 


= [udo Poa, z, B) a Jæ 


q(x, dy) 
A4+q(Yy)" 





= [uda Pm, x, B) | 
但 由 归纳 假设 

| ampm GB) =| (PQ, r, A) ， 

1>0, A,BEs. 

从 而 由 单调 类 定理 知 

fu dojm. a,z,D = | u do fpe a æ dyia , 

1>0, BEQ, fE 8, 
于 是 ， 由 前 面 所 证 
J paw Pe*D(4, z, B) 


k e q(x, dy) 
Judy pea, z, B [aan 


q, dz) 
AA+q (2) 





-fyr qa) [Pea x, dy) | 
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=| aypaspa, a, A 
最 后 一 步 用 到 〈2.2,8) 。 这 就 证 得 
fp (dx) P™ (4, x, B) = J aypa, x, Ay, 


1>0, A, BE é6,n>1. 
将 上 式 两 边 对 % 求 和 ， 立 知 P, x, e) KF u TRR. 】 
显然 有 
(7.2.2) 推论 若 q(z) -q(x,*) AF u 可 配 称 且 4 过程 
唯一 ， 则 关于 u 的 可 配 称 q 过 程 存在 且 唯 一 。 
在 本 节 的 余下 部 分 ， 我 们 将 给 出 唯一 性 的 另 一 个 非 平 凡 的 充 
分 条 件 。 注 意 
{XEE: 34>0,3AE 24E P(À,x, A) + P™ (4, x, A) } 
= {xEE; 3220 1# P (1, x, E) + P™ (1, %,E) } 
= {xEE; vi>0, PU, %,E)+P™ (4, x, E) } 
显然 是 é 可 测 的 。 因 而 可 引进 
(7.2.4) 定义 称 q 过 程 P(xz，) 和 了 Pre(X，。) 是 
等 价 的 ， 如 果 
HLXEE: 31>0,3AEE 使 P A,x, A) #P™ (1,x,A) 1 
=0. 
如 Pi(4,X,。) (i=1,2) 均等 价 于 PA, Ee), WHENA S 
是 4 等 价 的 ， 
显然 有 
《7,2.5) SIE ”两 个 4 等 价 的 9 过 程 或 者 同时 为 人 可 配 
称 的 ， 或 者 同时 非 p 可 配 称 的 。 
(7.2.6) 引 理 q) -q(xX,*) KF u TER, {fa 
4>0 } 为 协调 族 ， 则 
u[2€ E; f(x)#01=0 
是 否 成 立 与 4>>0 无 关 。 特 别 地 ， 若 上 式 对 z(4,*) 成 立 且 q 对 保 
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守 ， 则 可 记 dimz < 0, 
证 设 有 4>0 使 [XEE; f, (0+0) =0, 则 由 协调 性 


fuda 
= fuca LE + -D fudo [Pea xdi 
=(u-4) [ranpa f(x) 


= Gi b |uqday Pp d, z, E) 


=0, 1>0, 
倒数 第 二 步 用 到 定理 〈7.2.1) 。 1 


(7.2.7) 定理 设 gx) -g(x,*) 保 守 、 关 于 上 可 配 称 。 
#dimy 上 0 或 


fu (dX)q(X) <0, 


则 在 4 等 价 意义 下 ， 关 于 u 的 可 配 称 q 过 程 唯一 。 
证 由 于 
[aax A+ ax) )Z Q, x) 
= |u (dx) facæ,dyza, y) 
u(dx)z(}, x)q (x, E) 


=< |u(dx)q(xw)<coo, 
从 而 
u(dx)zQ,x) = 0， 14>0。 


| 
| 
| (dx)z (Q, xX)q (x) 
| 
| 





这 样 ， 对 任 一 q 过 程 PQ, x), RIA 
u[ w€ E, ##4>0 AGC E {E PA, x, A) +P™ (1,2%, A)] 
= ULXEE， 存在 4>0 使 PU, x, E) #P™ (A, z,E)] 
<u[x CE; 存在 4>0 使 z(4,X) 关 0]=0。 1 
(7.2.8) 定理 设 


[alax)z Q, z) <co, 4>0, 


则 存在 上 几乎 不 断 的 可 配 称 B 过 程 的 充 要 条 件 是 ， 
G) 9 对 关于 u TEH, 
(ii 9 对 保守 ， 

同时 成 立 。 

证 当 4 对 非 保守 时 ， 不 存在 不 断 的 Be 过 程 。 故 必要 性 是 
明显 的 。 当 G) 、 G) RZA dimy =0， 存 在 性 是 平凡 的 。 
如 dimy, +0 但 dimy, <0, WJ 任 一 Bç 过 程 等 价 于 PQ), B. 
4 几乎 不 断 。 如 dimz, 20, MJ 

PQ, z, A) = P*i (4, z, A) + z(À; x)əg,CA)/ Qo, (E)) 


p (A) = Juana a, x) 
便 是 一 个 不 断 的 Be 过 程 。 1 


$7.3 向 前 向 后 方程 的 等 价 性 


本 节 将 证 明 ， 对 于 可 配 称 q 过 程 来 说 ， 向 前 、 向 后 方程 是 
几乎 等 价 的 。 

《7.3.1) 定义 称 向 后 方程 (B) (相应 地 ， 向 前 方程 (F) ) 
上 几乎 处 处 成 立 ， 如 果 存 在 u $ 和 ,使 得 对 于 一 切 x= €N, 
AEE8 mi>, JE (B) w, ED) R. 

(7.3.2) 定理 设 (E8) 是 可 数 生成 的 ，P(4,x,*) 是 任 
一 关于 4 可 配 称 的 4 过 程 。 那 么 , P Q, z, +) p 几乎 处 处 满足 
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(B) 当 且 仅 当 它 忆 几乎 处 处 满足 (FO) 。 

证 PAX.) 4 几乎 处 处 满足 B) 。 回 忆 我 们 已 有 9 
划分 {En} ICE. HF Go 也， 使 4 (Ga) <co。 那 么 ， 由 定理 
(7.1.9) , (7.1.10) 和 (7.1.5) 得 


|, a ® n (dz) 


= |= u(dx) (4+ q(x))P(A, x, B) 


- PA B (dx) Jae dP Osby B) 


= (ot (dx) Q+ q(G2))P (A, x, B) 


= Jr Du (da) (qP Q, *, B)) (e)n (dx) 
" afan (da) PQ, z, B) 
-Jud tac AGEN) - q(x) Lo p, GD3PG, z, D 
=1| atd Pü, z, AG.EO 
= [isa pO) [q( AGE) -q( L o p, 01 Crp (da) 
š (IDPA, x, AG.E,) - [Pazdan (q (AGE 
-q (U) I T| 91 , BES 


取 Radon - Nikodym 导数 ， 得 
AP (å, X, AG.E,) 
= [Pax dy [q(, AGE) ~ qe) Lo r, 
+Ò(Y, AG,E,), u—a.e, 
令 mm->co， 得 
AP (4, x, AEn) 


Gp1 
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u JPa,z,a [q AE) —qGplas,GD1+ dx, AEn)» 


n>l, u—a.e, 
此 外 ， 例 外 集 依赖 于 420, 4 和 ?m。 然而， W T x 0 A, 由 预 
BIERA, PUXA) 关于 4 连续 ， 因 此 ， 我 们 可 选 例外 集 ， 使 
之 只 依赖 于 和 和 mn。 再 利用 (E,8》 的 可 数 生成 性 质 ， 我 们 可 取 
到 与 A 和 也 无 关 的 例外 集 。 
类 似 地 可 证 定理 的 另 一 部 分 断言 。 1 





$7.4 q 过 程 的 一 般 表 达 式 


为 了 进一步 探讨 唯一 性 ， 我 们 需要 对 过 程 的 流入 、 流 出 边界 
作 较 细致 的 研究 。 即 需要 某 种 边界 理论 ， 本 节 先 给 出 Feler 边界 
的 一 些 初步 的 结果 ， 然 后 导出 q 过 程 的 一 般 表 达 式 。 本 节 可 看 作 
是 第 二 章 的 补充 。 

为 方便 ， 用 Z (Q) 表 示 以 a HRR A W FAR. Eaa) 
三 4(XY) —q(%,E)2 ALIES RE ZA, x) =1- AP (4 x, E), 
它们 之 间 有 如 下 关系 : 

(7.4.1) 定理 。 我 们 有 


zaa Xica) + [a z, ada, 


1>0, z€ E, 
其 中 X, 为 (1) 中 的 最 大 元 。 它 可 用 如 下 方式 得 到 : 命 
Ex) =1, 
n+) 2 {Xdy) po 
EDX) = ped ES ny), n>0. 


则 E&P,X)y Xix),  4>0,xEE, 
证 由 引 理 (2.5.13) 知 ，z(1,。) 是 方程 (2.5,14) 的 最 大 
解 ， 另 一 方面 ， 由 定理 《2.2.5) 和 (21.21) A, femas, 
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dy)d (四 是 方程 (2.5.14) 的 最 小 解 。 从 而 两 者 之 差 必 为 A0) 
中 的 最 大 元 ， 和 迭代 方法 是 典型 的 。 1 
若 定义 

ali, x, dy) =q(X,dy)/ (A+ q(x)), 

XN (x, dy) = òx, dy), 

aA)! (x, dy) = z Q)ez A)", dy), n>0, 
则 .上 面 的 迭代 意味 着 

zA + X, 


z Q f œ = [zQ,z,an f EEE, 4>0, 

类 似 地 ， 可 定义 
x,d š (z)=0, 

zdy = [°° y)/q(x) ,如 q(x) 


òx, dy) , maw) =0 


x(x, dy) = Òx, dy), x*' (x, dy) = ror" (x, dy). 
下 面 ， 我 们 要 讨论 协调 族 的 表现 。 注 意 由 预 解 方程 知 ， 协 调 
族 是 单调 下 降 的 ， 
h bs m +, mhh, 
于 是 可 引进 
(7.4.2) 定义 分 别称 
f= lim f, » n=lim 了 办 
为 协调 族 (f,) 和 CQ) 的 标准 映像 。 
《7,4.3) 引 理 ”协调 族 及 其 标准 映像 有 如 下 关系 ， 
f=f + [r eanna, u> 


n= m+ nfm der (Xx,*), n>0, 


eD 如 q(x) =0, BJ M Z(H) fa =fu Ifa (xX) =0 DL f, (Xx) /gq (a) 


=0。co=0。 
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此 处 
T' G, A) = lim P=" (À, x, A) 


= Jage)» G, A) 
sel 


此 外 
f=f. + eap f ap, 4>0, 


n=m +a pesa, z), 120. 
证 由 协调 性 
isf ph [pss As», dy) f, 0, 


f= + Q —- pfp Q, +, dY) f, (Y). 
m r ea hn <=, 在 前 一 式 中 令 44 0， 由 1,2.25) 得 到 


待 证 的 第 一 式 。 如 | D (edy) f, Q = oo。 则 只 需 使 用 Fatou 引 


理 。 类 似 地 可 在 后 一 式 令 人 + 0 得 到 了 的 另 一 分 解 式 。 关 于 了 7 的 
分 解 式 的 证 法 类 似 。 余 下 的 只 是 验证 


T(x,A)= 21 age) (z, A) 
这 容易 由 
PC, x, A) = >,P (4,x, A) 


和 归纳 法 导出 。 此 处 PP, XANELA (7.2.1) 证 明 中 的 开 
Ka 1 
记 非 保守 点 集 为 
H= {XEE: d(x)>0} 
出 定理 〈7.4.1)》 A 
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x, w=j Pae dpd) 


= [Paz ada 
<Z(4, x) <1, 14>0, XEE 区 
由 (2.5.4) ZAX: 220) 是 协调 族 ， 从 而 有 标准 映 像 丈 。 


(7.4.4) 51 我 们 有 
(7.4.5) X+X+X:=1 


(7.4.6) X-| re dpa 
aan F-aj dpo 
X 3913 X, 的 标准 映像 ， 从 而 
(7.4.8) = Pp" ,dy) X GQ) 
(7.4.9) XEY, 
Y={fE8; zf=f, 0<f<1} 
而 X° 是 满足 
7.4. 10 和 = 对 Pee a+, dp X° Qp 
的 2 中 的 最 大 元 。 
证 由 定理 〈7.4.1》 知 
X,+ X, < z (å, *)<1 
从 而 a 
1zX'= lim (1- X,- X) 
=i- XS X seo; 
这 就 是 (7.4.5) 。 (7.4.6) — (7.4.9) 是 明显 的 。 再 用 一 次 
(7.4.1) 和 (7.4.7) , E (7.4.10) 。 为 证 X"E2。 首先 
ES, HERK 的 定义 知 
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Ps (1,°,E) | X°, 56410 
如 g(x) =0， 则 自然 有 XA (a) =X"), 和 否则， 由 方程 (BW) 也 
可 导出 XE) = zX" (2), 最后， 方程 4 Pe*(hso,dy) fO = f, 
0<f<1 的 任 一 解 了 满足 
fs<4 fpe=a, + dp f) 二 Pen(l +, E) 
从 而 f<limiP A, E) =X 了 
(7.4.11) 引 理 
G) (fa 220) 为 函数 的 协调 族 的 充 要 条 件 是 它 有 如 下 表 
S: 
h= fpa, + dia Q) + f, 
其 中 a 对 某 ( 从 而 对 一 切 ) 420, WE 
| U, +da (Y) E84, 
MAREN 为 协调 族 . a Bm f i fth: 
a(x) = QI- Q) fi G), x€ E, 
fat 0, Afia, 34 A oo。 
此 处 Qf (x) = fas apja -gx f(x), LEE, 而 I 为 单位 
算 子 。 
GD (m: 4 二 0} 为 测度 的 协调 族 的 充 要 条 件 是 它 有 如 下 表 
现 ， 
从 = fwaw Pei Q, 2, e) + Tho 
其 中 WE 允 : 对 某 个 〈 从 而 一 切 )》 420, 
fw (dx) P™™ Q,x,.) € Z, 
而 (m € >u 120 是 测度 的 协调 族 .2 因而 也 由 办 唯一 决定 : 
w (A) = 人 (dz) [(À + q (2) )C (x, A) — q (x, A) 1, 
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Ace ñnE., n>1, 
m Y 0, mA) wA), 34241 co, 
Ace nE,, n>1. 
证 断言 Gi) 是 引 理 (3.1.3) 所 证 明 的 结论 及 〈3.1,10) 
HAR. 断言 O 可 用 类 似 的 方法 证 明 。 1 
(7.4.12) 推论 234 241 co 时 ， 
X, 40, AX, —>0; 
X40, AX (x)>dx), z€ E. 
(7.4.13) BIR 设 (m: 4 二 0) 为 测度 协调 族 ， 则 
r=, [mco x ao <o 与 4>0 无 关 。 
Eit {fe 4>0}) 为 函数 协调 族 ， 有 标准 映像 了 Es8g+， 则 
andafa t, 3hto 
特别 地 ， 当 ac HW, #ië Xi (x) = Pei (A,x, (adla), MJ 
Vi=1|n (dexa) t Ve<coo, X° =G, )d (0), 
Ve= Vi+ n,( (a) )d(a) 与 4>0 无 关 。 
证 由 引 理 (7.4.3) 
Afm (dæ) f a) = da R Gps b z, a $ Gp 


= af m (dz) f Go + w-D|m (dx) [bn a,x dDF Gp) 
= 2m (dæ) f G + pb fado ro — f, GO 


š sh (da) f G) + Q= u) Ú. (dx) f, G) 。 
从 而 第 二 项 断言 成 立 。 类 似 地 可 证 第 一 项 断言 。 特 别 地 ， 由 上 式 
得 
ViVi + QA -wfm (dx) X: (x), z€ H, 
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但 X: <d (a) ， 故 由 控制 收敛 定理 立 得 后 一 项 断言 。 】 

下 述 结果 是 定理 (1.2.25) 的 改进 。 

(7.4.14) 定理 qE PU, x.) 在 点 xX 处 满足 向 后 方程 
(B) ， 即 


{g(x,dy) d(x. A) 
PQ 2 A) = jin P Oy, A) trg q) 


对 一 切 4>0 和 AE8 成 立 的 充 要 条 件 是 
(7.4.15) d(x) = lim 4[1- 4P Q, xz, E)J=D(x). 
k, A “2” RE =”, ERRZ. 
证 使 用 虚构 状态 人 ， 得 到 Es, 8a). 
Pa (t, x, A) =Iz (x) [P (t, x, A-{A}) +I4 (A) 
x (1- P(t, x, E))] +I a (%)Ò (x, A). 
EEs, AE 8n 
它 显 然 是 一 个 跳 过 程 ， 而 且 q, (X) = Iz G)q (Z)， 从 而 Æ Ea 
Z.) tial. TÆ, RE 
im 4C1- 4P (À, x, E)J 
=lim PPA, X, (A). XEE 
存在 。 进 而 由 〈4.3.2) 得 ， 
D(x) = im it1- 4P (4, z, E)J 
<lim4zQ, x) = d(x), 
此 即 证 得 最 后 一 项 断言 。 由 前 面 的 两 项 事实 易 见 
qa (x, A) = Iz (xX) [q (z, A-(A))- A (A) D (xX)] 
另 一 方面 ， 由 向 后 不 等 式 得 
AP (1 x, A) -ò (x, A) 





> Q e, dp) - q Go b (x, dp P Q, p, A) 


关于 P, Q, z, EA) 也 有 类 似 的 不 等 式 . 于 是 
0>1P,(h, xX, EA) -1 
=[4P Q, x, A) -3 (x, A) l+ [APA Q, zx, E, -A) - 


270 





Š (x, E,-A)1 
> r qq €, dy) = q G 8 ç, dg) P Q, y, Æ] 


+ [| p (da G dy) -ga G) Š (x, də) P, ry, Ea-A)] 
A 


= fta (z, dy) — Š (z, dy)] [P Q, y, A) +P Q, y, E-A) 
+1/4-P Q, y, E)] 
+ [qa (xz, (A) — q (2) Š (xz, (A))3 P, Q, A, (A)) 
= [q (x, E) -q (z) + D (z)13/1, 
1>0, z€E, A€¿, 
R, RE D) = d(xX), 上 式 的 每 一 步 的 等 号 必定 成立 。 特 别 
地 ， 方 程 Bi) 在 点 x 处 成 立 。 
反之 ,车 在 x 处 满足 CB) ， 则 
D (x) =lim [1- 4P Q, z, E)] 


= [ra (x, dy) — q (x) Š (x, dg) J lim4 P A, x, E) 
=d(x). 1 
下 面 是 9 过 程 的 一 般 形 式 
(7.4.16) 定理 任 一 9 过 程 必 有 如 下 形式 
PQ, x, A) = P"is (À, x, A) + BQ, x, A) 
+Í, xox, rat, A, 


1>0, xEE, A€2. 
其 中 
(7.4.17) Xx, A =| Px, DAD, 
1>0, z€E, AG2 
(7.4.18) ”对 于 固定 的 4 入 ， 
BOA,X,*), FO, X) € Z. 
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¿BOQ,z,E)<1, FQ, %,E) <1; 
(7.4.19 对 于 固定 的 1 和 A 
B(h, °, A), Fst, A) E rls; 
B0, +, A) € 710/9 
(7.4.20) q tk. lim ë| Xa x dpF yA =0, 
XEE, AE 8N En, n>1, 
如 过 程 P( xz,") 在 点 XE 处 满足 向 后 方程 , 则 F(4,X,*》 
三 0， 如 过 程 满足 向 前 方程 ， 则 对 于 固定 的 X*，B(4,X,*)，F(4， 
X,，) E91。 最 后 ， 过 程 不 断 的 充 要 条 件 是 : 
(7.4.2) AF(,X,E)=1, 1>0, z€ H 
和 
(7.4.22) AB, x,E)=X (xX), 1>0, z€ E 
同时 成 立 。 
证 由 向 后 不 等 式 及 Pri, x.) 满足 (Bi) 知 
ft Q+ q(x)) òx, dy) -q x, dy) ] P A, Y, A) ~ P=" (4, Y, A)) 
>0, 4>0, XEE, AES, 
MEH, Xda) = 0， 则 由 定理 《7.4.14) 知 ， 上 式 的 等 号 必定 成 
立 。 这 样 ， 我 们 可 命 
上 式 左 方 /d(z) ,如 z€ H, 


(7.4.23) PO,x, -| Ñ eH 


显然 有 
FO,X,°) € Z, FA, A) ES 
且 若 PA, x.) 满足 向 后 方程 ， 则 ,Xx,*) 三 0。 进而， 由 引 理 
(2,5.8) ， (i) (使 用 ga= gAn 代 蔡 那里 的 g, 而 后 令 no, 
可 见 该 结论 对 于 g€ €, 亦 真 ) 得 
PA xray- Paga Ay >|, Pr, x, dD dF Ay, A, 
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1>0, z€E, AG, 
可 见 ， 我 们 能 够 定义 
BU, x, A) = P Q, x, A) -Peis Q, z, A) 
= f P= Q,z, d) dD F Asy, A) >0 


4>0, EE, AES 

显然 有 

了 BC )E2+， 了 (4A)Er8ay 

ABG, xz,E) SiP, xz, E) <1, 
把 9 过程 了 (,x，*) 写成 算 子 形式 : 

PQ = PQ) + XFO) + BO, 
KUER QUI- 42) ， 便 得 

QT- QP)= 4I- DP Q) + QI-Q) XQ FO 

= 了 I+ QI-Q)XOQ) FG) 
注意 由 方程 B) 得 
QI-Q)X0Q)FOD)10G) 


= Q I- Q | xa, “dD F Q, p, E) G) 


= JI-9)| Pe,°, dpa qp FQ, E) 0 


=d(x)F (1,x, EF), z€ H, 
可 见 
(7.4.24) GQI-Q)POQ)1G)=1+d@)FOQ,x,E), 
41>0, x€ H, 
另 一 方面 ,由 (4.3.19) 得 
QI-Q)P0Q)1G@)<1+d(a)/1,12>0, x€ F. 
可 见 
iF (,X,E)<1, 220, z€ H. 
如 果 卫 (满足 F) ， 则 
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[BG,x,aD C+ aq) dA -qcy, A] 


+ fX xd) jr (th da LA+ q(2)8 (z, A) —q (z, A) 3 


4>0 XEE, AESNEn, n21. 
ER (1I- 8) ， 便 得 
dæ |Fa,z,dp Q+ qd A -q A)1=0 
1>0, z€ H, ACEN En, n>1, 
进而 也 有 
JBa,xz. apta + ayo, A) -qcy, A=0, 
412>0, XEE, AE8NEn, n>1. 
这 表明 对 于 固定 的 4>0，B(,X,*) E21， VEE, F(x,') 
€>, xC H, 
往 证 最 后 一 项 断言 。 充 分 性 是 明显 的 。 往 证 必要 性 。 PO 
不 断 ， 则 4P(N)1=1。 于 是 由 《7,4.24) 立 得 
A+ AAEE A, x, E) = QI- Q) PQ) 160 
= (4I- 0Q)1(X)=4+d(x), 4>0, z€ H, 
从 而 
AF02, E)=1, 4>0, z€E, 
以 此 代入 PORRER, A 
1=AP(A1=4P=in(0)1+2 BQ, +, E) 
+ X aa Fa, D 


=1-zQ,J)+4BQ, E) + [P= Q, ddy) 
=1+AB(1,°,E) -2z(4,°) a 
从 而 由 定理 〈7,4.1) S 
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ABO, E) =20 °) — X, = Xi. 
剩 下 的 是 9 条 件 。 由 定理 (2.4.6) , PW 是 一 个 g 过 程 当 
县 仅 当 
im # (|, Xz, dD Fy, A) + BU,x, A))=0 
XEE, AE ENE,, n21, 
但 我 们 已 证 BA, 五)E (ID) ， 从 而 由 定理 7.4.1) A 
0<1B(h,*,E)< X, ,1>0, 
由 此 及 推论 (7,4,12)〉 得 
lim %BO,,E)<lim 1X,= 0. 
故 g 条 件 成 为 G.4.20) 。 l 
本 节 的 最 后 一 个 结果 ， 是 就 一 种 特殊 情形 进一步 刻画 上 述 定 
理 中 的 B(1,X，。) ， 它 同时 也 是 定理 〈2.6.4) 的 改进 。 
(7.4.25) 定理 iz dimZ,>0, (Ë €2 >0} 是 一 协 
调 族 ， 它 有 标准 映像 。 为 使 
(7.4.26) P, x, A)= P=in (4, x, A)+ E (%)F,(A) 
1>0, XEE, AE8 
是 一 个 满足 ¿F ,(E)<1 的 q 过 程 的 充 要 条 件 是 
或 者 三 0, RA F, 可 用 如 下 方式 得 到 : 任 取 wE Ga， 使 


Gaan [oqaypasQ,z o Ers, 
foa» (Xex) - £ G))<ço, 


取 测 度 协 调 族 {TES 4>0) 使 
(7.4.28) 三 Pain(4) + m 0, 
W,=¿m(X- E) 1 W<co, 41 co, 
V,=41mX 1 V<co, 11 co, 
RE, WE o 作用 于 PA 仍然 是 测度 ， 其 意义 如 (7.。4。27)5 
而 测度 m EATER X- 二 是 普通 的 积分 。 以 下 类 同 。 再 记 
(7,4,29) 0i= 411XI<co， 与 无关。 
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最 后 ， 取 常数 c 使 
(7.4.30) +OK +X+X- F) +W+V<c 
那么 
(7.4.31) Fi=m/[c+o(E —- E) + 40 81, 
H. G.4.26) 所 定义 的 q 过程 必定 满足 B), CRE F) 的 
充 要 条 件 是 w= 0， 不 断 的 充 要 条 件 是 

(7.4.32) q WBS c= o +oxXi =X. 
dimy = 1, WJ = X,, WB E Be WE CB) 的 g 
过 程 。 如 dim z =1 且 9 对 保守 ， 则 已 构造 出 全 部 q 过 程 。 

证 用 局 代 替 z(4,*)， 注 意 条 件 4Fi(E)<<1 并 可 用 协 调 性 
代替 (2.4.3) ， 定 理 〈2.6.4) 的 证 明 是 适用 的 。 特 别 地 ， 我 们 
得 到 ， 存在 c 20 E 

mi' 一 ni(E)=c， 与 14 无关。 
另 一 方面 ， 由 (2.6.3) 的 前 两 式 ， 我 们 看 到 
m;'= mi! + (u= A) Eus 
但 由 引 理 (7.4.13) 证 明 的 第 一 步 ， 
-Dmi =u £ -hn Ë , 
可 见 也 有 
- m Ë =c 与 1 无 关 。 
这 样 
c-c,=4mG- Ë) 

=MwPamin(4) (1 一 E +m- E3) 

=4eP=i Q) (X - E+ +X) +AA- £ + X'+ X) 

=@X"+o(X- X)+o6(X- Z -X,+ E) +GP + W,+ V, 

toX ++ X- E)+0 W +V 
由 于 ci RO, $ 0.4.30 必须 成 立 。 而 由 

=c+Àn Ë =c+0P=" 0) £ +m e 
=Cto(E — ED)+AmE 
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得 到 (7.4.31) 。 
为 使 过 程 不 断 ， 充 要 条 件 是 
AE Fi(E) = X,+ X, 
由 于 人 Y= Pew (Wd= lz (Wd<z0,.)<1l 


nel 


UR 5, KE), HEN- MAHER, Fe 
?->co， 便 知 不 断 性 等 价 于 
AE FE)= X, , 

故 为 使 过 程 不 断 ， 必 须 9 对 保守 ， 豆 = 刺 ; R4F,(E)=1, fE W 
两 个 条 件 下 ， 后 者 等 价 于 c= 05+ OX%。 

定理 的 其 它 断 言 是 明显 的 。 1 

(7.4.33》 注 “在 上 述 定理 中 ， 我 们 也 可 以 对 偶 地 取 定 测度 
协调 族 { F,}， 然 后 讨论 施加 于 {5 } 的 条 件 ， 





$7.5 不 断 的 可 道 q 过 程 的 存在 性 
本 节 固定 gq 对 q(X) -q(xX,*) 及 其 配 称 测度 4， 来 研究 不 断 
的 可 逆 q 过 程 的 存在 性 ， 我 们 将 取 定 关 于 4 的 一 个 可 测 划 分 
(1G,)>c e; 
G.E, Hk(G)<o, n>. 
固定 4>0, ë f,C€ Z. 令 
(7.5.1) uf= fuata. 
(7.5.2) 引 理 # ufı<o, WJ 
(7.5.3) m= | udo e>, 
如 对 一 切 420, HfL B(f.: 4 二 0} 还 是 协调 族 ， 则 上 式 所 定 
义 的 {mx : 4 二 0} 也 是 协调 的 。 
证 设 AE8NEs,， n21, j 
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faao AI- Q)Ia (2) 
= ju (dz)f,(%) (À + q (2) 一 j. (dxz)f,(xz)q1l (G) 


n(day f,Go Q +q Go) - | dog 


A 
š fa (dz) AL- Q) f(x) = 0。 
这 便 证 得 前 一 项 断言 ， 另 一 方面 
[ndora mza 


=f uda fr Cå, s X, dY) fa (U) 


= | pao fc) =A, AE8, 21, >O. 1 
(7.5.4 SIE 设 q(X) 一 q(xX,*) 关于 4 可 配 称 ， 则 
(7.5.5) jim JuCdx)z G, a) 


ë Jaqayqa + lima [u aa) Xa). 


WE 如 右 方 之 一 为 无 穷 ， 则 由 Fatou 引 理 立 知 左 方 亦 然 。 
反之 ， 右 方 极限 的 存在 性 是 因 6.1.9 。 另 一 方面 ， 由 定理 
(7.4.1) 得 


afu (Gx)zZ a,x) = À fu (dx) CK) +4 fu (dz) Xa), 
因而 ， 只 需 证 
imi [adx) Ka = faamam, 
然而 
afa (dz) K(X) = 2 fua [a,x dnao 
= fianai, x, E) 
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= Judoda a - 20, iz 
故 由 zA) 的 协调 性 ， 引 理 〈7.。4.11) 和 单调 收敛 定理 立 得 所 
述 断 言 。 】 
(7.5.6) 引 理 设 7.4.20 成 立 。 则 必 有 
lim4F ,x,A) =0, xEH, AE8 NEn, n>1, 
证 
0=lim æf Xs, 0D Fy, A 
> lim PX (h, x, {xX FA, x, A) 
=m A Pain(A, z, {x})d(x)F (4, x, A) 
=di lim 4F 0, x, A) , x€ H, 1 
(7.5. D 定理 设 q(xY)-9q(Y，*") 关于 人 可 配 称 ， 则 存 在 
关于 4 可 配 称 的 不 断 的 9 过 程 的 必要 条 件 是 
Q jaldx) d(x) = co, 
GD lima (dz) 元 cz) =co, 
Gi) Judoda <lima|ucaa XL) <o 
ieo 
之 一 成 立 。 
证 我 们 只 需 证 明 ， z |,e <o, 则 
mi (da) Xua fuod), 
事实 上 ， 由 定理 (7.4.16) 知 ， 若 可 配 称 q 过 程 存在 ， 则 必 有 
| em | Xe apa, B) + | naw Bo, x, D 


=| udo |. XA x apa, A) + | udo BU,x, A 
14>0, A,BEsé. 





特别 地 
J uas) fa Xd, x dy) AF (hy, E) + ju (da BO, z, E) 


= fuda) | axa,z apa, A+ [u (a52BO,x, A 


4>0, AES. 
于 是 由 不 断 性 和 可 配 称 性 得 


fa (dx)d (z) Prin Q, z, A) + | am XX) 


= [idod a-za FQ, z, Ay +4 [uc BQ, z, A). 
由 于 
J, (dz)d(z)APs=in(4,x, A) < fe (dxjd(x) <0, 


fidodwa-za, Faea fadoa, 
从 而 

aacavacw Pe G, es A) | udenda, ao 
再 用 引 理 (7.5.6) ， 

uqaqa a - zQ, 0) FG, x, A)—>0, Xs 


AEE NEn, n>1, 
但 由 (7.4.12) ， 


1 j. Ldx) XX)—->0, A>, 
AEENG,, m>1, 
这 表明 
|: (dz)d(z) < Im 2 fa (dz) BQ, z, A) 


< lim 1 fuaa X,G , 
— 
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AEE NEn NGn, n,m>1 
故 


frana < lim ifu Ka). 1 
我 们 将 证 明 ， 如 4 是 有 限 测度 〈 等 价 地 ， 概 率 测度 ) ， 则 上 
述 定理 之 逆 也 是 正确 的 。 为 此 ， 知 要 作 若 干 准备 。 
(7.5.8) 引 理 qax) -qix e) 关于 4 可 配 称 ， 若 
fudox a<, 则 


(7.5.9) fu (dx) X’ (x) (1 — X° (x)) =0。 


证 由 (7.4.10) 得 


0= J raD 一 4 JP= Q, z, dy) X° (y) ] 
= [| utdayxt a 一 fraa X'(X)APain (4, x, Ga) 
>| udayxt'anzQ,2) 
- f n (dx) Xo) Pri x, D , 
即 
人 u(dx)X°G%) Q- ZCA, X) 
>fe, u(dx)X'(x)z(ÀA,z) 。 


WAAL, ZA) 人 (1- 和 0。 在 上 式 中 先 令 440， 再 令 
n->co， 便 知 

Jucaw Xo Xe))=0. — 1 

(7.5.10 SIE 设 q(X) -qlX,*) AFUTA, EX 

m (A) = fe (dx) X,(z), 


281 





n A = | wd 世人， 2>0, ACE 
#X.0, +0, MXM Am 809435: mAN B 
标准 映像 分 别 是 

TA = [nuda Xm), Aes, 


TA = | aday Ke, Ace, 


lim4 mA) = | pdwaw, A6€¿ NE,, n>1 
证 页 和 从 的 协调 性 见 引 理 (7,5,2) Cj X RX, 是 协 
调 的 ) 。 若 对 某 h>>0， 
c, KX, +c, X, =0 
MAXEY A 
cI- QX, =0 
Bh #0 知 d(*) 寺 0。 于 是 
aI- dC) #0 
导致 c =0, MAX, 0 lc, =0. (HT X, f X, 是否 为 0 5 
IDORA. 这 便 证 明 线性 无 关 性 。 利 用 引 理 《7。4.4) 和 (7,4,11) 
立 得 后 三 个 等 式 。 lO 
(7.5.11) 318 iz m fm a (7.5.10 。 再 命 


wr safi dw Xæ), 
wẹ -ajnda a 2 
Wi safa (dz)X(a), 


wz safa (da) KO, 


MJ 
O WtW”, 11 co, a, b=1, 2, 
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而 且 
Wi - Wi' = (4- w| n, (dX) XX), 
We- WE = a-p [wao Ke, 
Wr- W= G-p [Zaa Xa, 
p-Wr= a-p [adok , 2, p>0. 
did W? =Wi'Q>0 , 从 而 WP=WwW#, 


证 由 引 理 (7.5.10) 和 (7.4.13 及 其 证 明 立 得 〈i), 而 
再 用 一 次 上 述 两 引 理 ， 


1 人 amDXem 


m 


aT aoka - xfa qo [Panaw ap ža 


"| 
= afa (dx) KG - 2 jf; cx) (Painea, z, dp XQ 
= afi (dx) XG, 


从 而 
2=WY ,1>0. l 
简 记 
RY RY Wi wẹ 
R= (py u) > W.-( wy ws). 
(7。5.12) 引 理 ” 设 g(z) -qlx,") 2: u PDR,382., H 
使 


PA) =P=) + (Ki, KDR ( s ) 
Ma 
为 可 逆 9 过程， 充分 条 件 是 2x 2 EBE R WE. 
O R, 非 负 对 称 
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Gb R,Wi1<1, 120; 
GD R,-R,=R,(W,- WOR,, 4, 4>0, 
2 A Fk Fk f 
Gv) RtR=(" a) , 44t 
过 程 不 断 的 充 要 条 件 是 GD 中 的 等 号 成 立 。 
证 显然 ,由 条 件 G) YAPA. 简 记 


F: m 
( )-m( 的 ) 
F: es 
M 
从 而 
AFi Œ) = Rš m Œ) + AR20 CE), i=1, 2. 
另 一 方面 ， 由 (7.4.5) 得 


AF1 (Œ) =1R" | T (da) KR) + X G) + X G) 
sare f RN da) X) Aa + Ë a) 
=RE(WH+ W?) +RË(W? +W?) , 


i=1, 2. 
这 里 用 到 引 理 〈7.5.8) : 


(7.5.19 | qayx oo = | Ld Ke) TD 
< | L(AX) RX) Zh, X) 


< fraoxwa-x w =0, 2>0; 
以 及 
[i aox a =o, 1>0. 


这 样 ， 范 条 件 4P(D)1<1 等 价 于 
AF1CE)<1 
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而 这 又 等 价 于 条 件 GD 且 过 程 不 断 的 充 要 条 件 是 G) 中 的 等 号 
R. S 
#JHX,, XM m, m 的 协调 性 ， 初 等 的 计算 可 由 条 件 Gj) 
导出 预 解 条件 " ， 然 后 由 dD z Gv). 
最 后 ， 由 于 lim IX, =0, lim 4 X, =d), 因而 
lim ALC, A) - APG, x, A)] 
=lim [8(x, A) - APs G, w, A)] 


- oao (7 : X do 


=lim AL8Cx, A) - AP=inQ, z, A)] ， 
AEENE,, n>1 














可 见 9 条 件 也 满足 。 】 
(7.5.19 引 理 记号 和 假设 同 (7.5.12 。 补 设 


0< | Hd) dx) < ümaf u(dx)X, (x) <0 
则 我 们 可 选 到 ER,， 使 得 PC) 是 一 个 不 中 断 的 可 逆 9 过程 。 
证 mgjadoda<o, W Hg, 
ATZ,0. HER, RIDES 
ima[ adota > |udodw>o 
从 而 也 及 ,六 0。 今 取 
h =1im4| pd) T(x) r 
h= | udad) ; 
T, = (h — h.) /hi, r, =1/h,, 


，) 参考 定理 〈9.4.1) 证 朋 的 最 后 一 步 。 
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则 显然 有 r>, r,>0, BE 
Rh =[r, + (W — W2)/4, 
R? =R! =7,01 -r (WY W'51/4, 
R? =r (W"- Wi) /4. 
其 中 
A =[1-r,(W!:— Wi) + iC W!! = Wi) (W22— W?) 
-r(W'i- W) 。 
而 W 和 Wes (a,b =1,2) 如 引 理 (7.5.1) 定义。 容易 验证 
Wes(a,b=1,2) 是 有 限 的 ， 从 而 Wi WA. Ra 的 计算 来 自 于 
Gi) , $ u co 便 得 
R= (I- (W- W))-!R. 
利用 此 式 容易 验证 我 们 所 构造 的 R, 满足 引 理 〈7.5.12) 的 全 部 
条 件 。 而 且 是 不 断 的 。 1 
(7.5.15) 定理 设 g(X) -q(x,*) 关于 44 可逆。 那么 ， 
存在 /几乎 不 断 的 关于 可 闭 的 g 过 程 的 充 要 条 件 是 定理 
(7.5.7) 的 条 件 GQ) 一 áD 之 一 成 立 。 
证 必要 性 见 定理 (7.5.7 。 以 下 分 几 种 情况 讨论 。 
(a) q(x)-q(w,+) RF. 
由 定理 (7.4.25) 知 
POD =P) + X, n / mE)) 


是 一 个 9 过 程 ， 它 显然 是 可 逆 的 。 如 4(dx) Zao, W 


TE) >0， 则 它 已 是 不 断 的 。 否 则 ， 
HLXEE, ip™" (4,x,E)<1] 
<uLXE E, X,(z) £01]=0. 
因而 Pi"(1) 就 是 一 个 上 几乎 不 断 的 9 过程 。 
Q) dimy =0, 卫 =$。 即 4 几乎 保守 且 4 几乎 零 流出 。 
此 时 也 有 
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n[z€E, AP=i(,z,E)<11 
=p[xEE; Zz(4,%) #0] p 
=u[z€E, X,#01+ [z€ E, X.+01= 0. 
© H @ B 0< 1im2| uda) RR) <o, 
此 时 由 (a) 所 构造 的 可 逆 q 过 程 满足 
LLXEE: APOQ, xz,E)<1] 
<u[z€E, d(z)#01+ [z€ E, d(x) =0,4P(Lx,E)<13J 
=u[<x € E, Z(,z) - XX) 20, d(x) =0] 
=u[<€E; X(x) +0, d(x)=01=0. 
(a) o<| udad < limaf n(dz) K(X) <o. 
此 时 ， 引 理 (7.5.10 已 构造 出 不 断 的 可 逆 q 过 程 。 
æ | uda) d (a) =clim2| Ldx) X(x) = oo 。 
由 引 理 〈7.5.4) 知 
lima | ddr)z(4, a) Ee 
因而 由 定理 (8.1.13) 及 其 证 明 O) 知 
PA) =P (4) +z(À, *)m, / An, (E) ) 
是 一 个 不 断 的 9 过 程 。 此 处 
m (A) =| wanpzdm， 4¿>0, AES, 


它 显然 是 可 逆 的 。 1 


$7.6 唯一 性 


太 节 研究 可 逆 q 过 程 的 唯一 性 ,我 们 将 固定 一 个 概率 测度 u, 
本 节 所 讨论 的 可 逆 性 、 唯 一 性 ， 都 是 关于 这 个 p 而 言 的 。 我 们 也 
不 区 别 两 个 4 等 价 的 可 逆 q 过 程 。 
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(7.6.1D) 引 理 车 q(x) -qa TÉH limy ==0, MJ ST 
逆 的 B, 过 程 唯一 。 若 q(x)- g(Y，。) 可 逆 ， dis 0 H lim 


ajudo 下 (x) <co， 则 有 无 穷 多 个 可 着 的 B, 过 程 ， 


证 先 设 q(x) -qa O AmA Be 过 程 非 唯一 。 则 由 定 
理 (7.4.16) 知 ， 此 时 必定 有 形 如 
P) = P=in (2) + BQ) 
的 可 逆 Q 过程， 且 BQ)2Z0. HB(7.4.19) RFE lo>>0， 使 


0< Jaqay Bo, x, E) 

<fraw X4, (x) <1 
从 而 “dim 六 0。 

Rž, i& q WR z, dimz,+0 B limi ada, a<, 
那么 ， 由 引 理 (7,2.6) 知 
frad Zaw >01>0. 

在 定理 (7.4.25) 中 取 豆 = 丈 ,1>0, o= 0, m (A) = | ada) X, 
G), M| 


W=lim afu dx) X, G) (X (a) — X (5) = 0 


i: 


V=Im afu (da) X, (a) X GO 


<lim la (qa) K.G) <ooy 
na J 
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而 由 (7.5.13) 知 
= 1 dX w = 0; 


从 而 可 取 无 穷 多 个 满足 (7,4.30) 的 常数 c, 使 得 (7. 4.26) 为 B, 这 
程 。 这 些 q 过 程 显然 都 是 可 逆 的 。 而 由 


TG = fado Zw >o 


知 ， 我 们 得 到 无 穷 多 个 相互 不 等 价 的 可 疼 d 过程 。 】 

(7.6.2) 定理 TJX q 过 程 唯一 的 充 要 条 件 是 

G) q 对 可 逆 $ 

Gi) fadada <ç, 

di) — dimz,=0 
同时 成 立 . # G) Rz, 但 (ij 或 GH) 不 成 立 ， 则 有 无 穷 多 
个 可 逆 q 过 程 。 

证 分 三 步 完成 证 明 。 

Ca) 如 9g Wu, Gu) 不 真 且 

lm (da) X, G) <ç, 

则 由 引 理 (7,6.1) 知 ， 此 时 存在 无 穷 多 个 可 逆 B. 过 程 。 

(b) 如 9 对 可 送 且 而 且 条 件 〈i 不 真 或 

Jima faoz =o, 
则 在 定理 〈?7.5.15) 证 明 的 最 后 一 步 ， 改 取 
P Q) = Pein(i) +z, +) m/[c+ hm (E)] 

便 得 到 以 c> 0 5600: 35 45% q 过程。 

这 便 证 得 条 件 的 必要 性 。 

(c) 设 条 件 G) 一 ad 同时 成 立 。 

RPA 是 任 一 可 逆 q 过 程 。 由 定理 (7.4.16) 知 ， PUA 

289 








必 有 表现 

PQ) =P" (1) +B() +X()FO() 。 
由 条 件 G) 、 GD 和 引 理 〈7.6.1) 证 明 的 第 一 步 知 B(4) = 0。 
另 一 方面 ， 由 引 理 (7.5.6) 知 

lim AF(4, z, B)=0, z€E, BEéNEs, n>1, 
于 是 ， 由 可 逆 性 和 条 件 Gi) 得 


Jim fuda A, z, EdF, z, E) 
=lim [s.r Cd fp” a, x, d dD UE A, y, E) 
=lim fa (da) AP™" Q, z, dy) d (Y) AF Q, z, En) 


=lim fuaa hPaei Q, z, E)dGD AFG, x, En) 
= 0, n2>1. 
从 而 由 条 件 Gi) 和 控制 收敛 定理 得 
[edo da BmaFQ, æ, B) =0, n>1 
进而 
| aa Q lm iFa, x, E) =0. 
于 是 存在 人 零 集 N， 使 
lim FQ, x, E) =0，X4N。 
注意 
AP=i Q, z, dg)d(u) —>d (8 G, dy) co， 
AFG x, A) <1, 14>0 
便 可 由 定理 G.2,24) 导出 
imf, APain (4, z, dD) d W) 4F (4,y, A) = 0, 
Ace. 
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另 一 方面 ， 由 可 着 性 ， 
ban pre 0, x, N = [udora rE =0, 


Eik, TREN, Pd, eN) = 0, z€ N. 
故我 们 实际 上 有 


lim jie G, x, ddy) AFA, y, A) = 0， 


x¢N, ACS 
由 此 立 知 
lim4 [PG, x, A)- I, GQ] =q(z,A)=q@LA (x) 
XE¢N, AE8. 


依 定理 《1.2,25) ,对 每 z eN, PA, z, .) 满足 向 后 方程 。 但 
由 条 件 G) GD 和 引 理 〈7.6.1) 知 ， 满 足 向 后 方程 的 可 逆 q 
过 程 唯一 ， 故 P() SAFP 。( 或 者 ,使 用 定理 (7.4.16), 
FQ, E) E209 S E u FR, AMP O 等 价 于 P"”()).】 


$7.7 补充 与 注 记 


在 以 前 发 表 的 文章 中 ， 我 们 称 这 里 的 可 配 称 q 过 程 为 有 势 9 
过 程 。 对 马 链 ， 我 们 常 称 这 里 的 可 逆 q 过 程 为 可 配 称 q 过程, 而 
把 这 里 的 可 逆 q 过 程 施加 上 遍历 条 件 才 称 为 可 逆 轧 过程 。 之 所 
以 使 用 有 势 g 过 程 的 术语 ， 是 因为 可 配 称 q 过 程 常常 伴随 着 某 种 
势 函数 〈 人 参见 第 十 章 ) 。 我 们 将 把 可 配 称 q 过 程 和 有 势 q 过 程 视 
为 同一 概念 。 这 些 术语 的 变动 是 基于 如 下 的 一 些 考 虑 ， 可 道 性 的 
数学 抽象 是 定义 〈7.1.1) 。 那 么 ， 由 定理 (7.1.60 TH, TŽ 
q 过 程 的 自然 的 定义 无 需 遍 历 性 条 件 。 另 一 方面 ， 从 国际 上 流行 
的 文献 Fukushima [1] ，Silverstein [1] 来 看 ， 他 们 的 “可 配 
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Ë. (Symmetrizable) ”与 我 们 的 “有 势 ” 一 致 。 

T Nig q 过 程 最 早 是 Konuoropos [2] 1936 年 开始 研究 的 。 
他 考虑 是 离散 的 时 间 参 数 、 有 限 状态 的 马 链 。 之 后 ，Kendall[3] 
做 过 一 些 工 作 。 上 上 段 所 引 的 两 本 书 是 国外 近年 来 的 主要 代表 作 。 
但 他 们 基本 上 没有 涉及 q 过 程 。 国 内 钱 敏 平 [1] 最 先 考虑 可 逆 
马 链 。 得 到 定理 〈7.2.7) 的 后 一 结论 。 随 后 ， 侯 振 挺 等 做 了 深 
入 的 研究 。 直 至 1979 年 的 结果 ， 基 本 上 已 收入 钱 敏 š 振 BE 
等 [1] 的 专著 中 。 

本 章 虽 已 给 出 可 配 称 q 过 程 的 基本 理论 ， 但 相对 于 前 四 章 关 
于 一 般 q 过 程 的 较为 完整 的 理论 来 说 ， 还 相差 其 远 。 有 和 势 9 过 程 
的 唯一 性 准则 ， 不 中 断 的 有 势 q 过 程 的 存在 准则 和 唯一 性 准则 ， 
都 还 没有 完成 ， 特 别 是 不 断 的 可 逆 q 过 程 的 唯一 性 问题 ， 有 重要 
的 实际 意义 ， 因 而 值得 认真 地 研究 。 

$7.1 一 $7.3 取 自 陈 木 法 [2] .该 文 最 早 研究 抽象 空间 的 可 
X q 过 程 ,推广 到 可 配 称 情形 是 郑 小 谷 [1] 。 这 些 结 果 是 我 们 早 
期 工作 (例如 见 钱 、 侯 等 [1] ) 的 抽象 化 。 

S 7.4 主 要 参考 了 杨 向 群 [1], 他 对 Fellter 边界 理论 作 了 重要 
改进 .定理 (7.4.14) 属于 Reuter， 这 里 的 证 明 取 自 郑 小 谷 [1]。 

保守 情形 不 断 可 逆 Q 过 程 的 存在 性 最 先 由 侯 振 挺 、 郭 青峰 、 
陈 木 法 [1] 得 到 、 非 保守 情形 由 陈 安 岳 、 张 汉 君 [1] 得到。 
S 7.5 给 出 了 抽象 空间 的 形式 。 大 多 是 自然 的 推广 。 但 引 理 
(7.5.8) 是 新 的 。 它 表明 :, 在 研究 可 逆 q 过 程 时， 消极 边界 X° 
不 起 作用 。 

保守 可 道 Q 过 程 的 唯一 性 见 侯 、 郭 、 陈 [1] 。 非 保守 情 形 
RRE, RKE [4] 中 曾 做 过 一 些 研究 。 8$ 7.6 的 结果 是 新 的 ， 
我 们 部 分 地 参考 了 欧阳 荣 华 、 戴 永隆 的 一 份 手稿 。 感 谢 张 汉 君 指 
出 笔者 原稿 中 的 失误 。 
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第 八 章 Feller 边界 


在 前 面 几 章 中 已 经 看 到 。q 过 程 或 可 配 称 q 过 程 的 研究 依赖 
于 和， 即 流出 解 和 流入 解 的 结构 。 因 此 ， 为 了 更 深入 地 
研究 过 程 的 构造 ， 需 要 仔细 地 探讨 Z, 和 7、,， 这 就 是 边界 理论 ，。 

本 章 的 目的 是 研究 一 种 边界 理论 ， 称 之 为 Feller 边界 。 其 优 
点 是 无 需 对 状态 空间 作 额 外 的 限制 。 本 章 是 下 一 章 的 准备 。 


$8.1 格 性 质 


ië TIG, A) (XEE，AE 8) 是 一 个 次 马 氏 核 ， 关 于 % 可 
测 ， 关 于 A 为 测度 且 0<H (x，A) <1。 定义 


ns=|me, diw), fe,e, 


In<=I, H S= 1. ', n>0. 
再 记 
Y= {fE6: 0<f<1, Hf= f), 
#*= (f€ e, 0<f<1 HB. TIf2f), 
#.= (f€ e, 0<f<1 H TIf<];, 
Z (f) =(g€Z, g<f), 
Z (D = (g€z; g2 f). 
(8.1.1) 引 理 
G) HESJEZ', Ifig, n=. Ege) 中 的 最 小 
元 。 即 对 每 hE2(f) ， 有 h>g>Íf; 
GD 对 每 jEZ,， H fvg, n-ço, EJAZ (Q) 中 的 最 
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大 元 。 即 对 每 PE Zd) , 有 h<g<f. 

证 命 ge=jE2% ,ga= 刀 守 . 则 由 归纳 法 知 了 和 9 和 gw 和 1， 
因此 ga tg 且 由 单调 收敛 定理 知 g=11g>f。 今 设 hE2(f) ， 则 
h 汪 = g,。 由 归纳 法 知 h2g, # h>g>f. REEE O. X 
似 地 可 证 G) 。 1 

(8.1.2) IE Rfi, LEV, UY 中 含有 不 小 T f m f, 
的 唯一 的 最 小 上 界 fiU f, 和 最 大 下 界 fi Nfa 

证 GQ f=f Vf, ujfez. 如 上 述 引 理 的 G) , 我 们 可 
构造 出 g= limf. ZA g RA fiU fa MORRER. 类 似 地 可 
得 到 下 Nf。 1 : 

(8.1.3) 定理 BET, g, h, © (可 带 附 标 ) 属于， 
那么 

G) acf ng) = (af) NCag) , a(fUg) = (af)U (ag), 如 

0<ca<1; 

G) (fng)Uh<(Uh NgUR), 

(JUg9) nh> NAWU (gh) ; 

Gü) (fg) +h<(f+h) N(g+h), 

(QJUg) +h>(J+h)U (g+h), 
如 f+h, g+h€ Z, 
Gv) (f+g) Nh<f 0 h+ g nh; 
(f+g)U h< (fU h)+ (gUh) 
如 f+g€2 

(Gv) fiUf.+giNg=h, n fi+9i=f.+g,=h€Z;, 

G) firf.=f,Uf.+ f, fa 

CiD (f+g)ñh= (f nh) + NW, NfNg=0. 

证 G), Gb 和 GD 容易 验证 。 GD 可 由 G) 直接 
SH. Gv) 来 自 初等 的 格 性 质 

(+g) 人 Ps<fAh+gAP， (f+g)Vh<fVh+gVh, 
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往 证 (V) 。 显 然 有 
h-giNg.>h- g,=f, h-giNg,>h- g,=f,, 
从 而 hg 人 ng 之 f1 Ufa AU, 
h-fiUfı<h-fi=9, h-f Uf<g, 
Wii h-f, U f.<g, Ng. 故 〈v) 成 立 。 
最 后 ， 若 fng=0， 则 
f+Nh= FUD nh (由 (vi) 
z (fnh) U (gñh) (H Gi) ) 
=fNhrgNh (由 (vD) 
由 此 及 (iv》 即 得 《vii) 。 1 


$8.2 逗留 解 与 逗留 集 


容易 看 出 ， 集 合 9 是 一 个 凸 集 。 本 节 的 目的 是 找 出 它 的 极 
AR. 

由 于 1E2%U 。， 我 们 可 应 用 引 理 〈8.1.1) 。 GD, ë 

(8.2.1) II"(x,E) Vss(X) ,ss€ Z, 
这 样 ， 我 们 便 得 到 

(8.2.2) 定理 ss 为 Z 中 的 最 大 元 。 即 对 每 ffE&%， 有 
f<s;. 

(8.2.3) 推论 sg =1 ENH M, E) =1。 

现在 ， 我 们 来 讨论 TL 的 限制 , Ek AC, 置 64= (BG, 
BCA}. 3 TL, RRI] (A, 6 上 的 限制 。 

当然 ， 上 面 的 所 有 讨论 均 适 用 于 Ma. H, HAF Sa， 
我 们 有 函数 c4。 它 只 定义 在 4 上， 而 且 

G. (zx) =lm M; (x, A) 

它 满足 方程 i 


IT4o4= Ga, 0<04<1, 
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WH, H (8.2.2 , o, 是 上 述 方程 的 最 大 解 。 
为 方便 ， 我 们 把 o, 扩张 的 全 空间 : 
O4(X) =0, XEE-A, 
那么 04€2Y"。 于 是 ， 我们 可 应 用 引 理 (8.1.1). © FH 
数 了 =a4， 得 
(8.2.4) To ts, ni ce, 
Wa Bs E Z (o,) 中 的 最 小 元 。 特 别 地 ，ss = az。 
(8.2.5) 定义 称 AE6 INERME, 如 s4 夭 0， 或 等 价 地 ， 
G 0. 
我 们 有 如 下 明显 的 判 准 : 
(8.2.6) 定理 为 使 A 为 逗留 集 ， 充 痪 条 件 是 ， 存在 
YXEA4 和 7>>0， 使 得 对 一 切 n 宇 90， 有 
My (x, A) >m 
此 处 Mi = 1, 
(8.2.7) 定义 A 5 B 4, 如 s4=sa。 
(8.2,8) 引 理 i AG B= 04, HJ 
G) s, ss = 0; 
(ii) S.,USs=S4+SsSSuun, 
证 由 定义 立 得 84+Ss<s4vs。 又 因 
04 在 4 上 ， 
oa 在 B 上 . 
从 而 54U ss 之 04+ 0s。 两 边 左 乘 了 "并 命 n->oo, 即 得 s4U ss 之 
之 54+ Ss。 反 向 不 等 式 平凡 。 这 便 证 得 s4U ss =s4+ss。 由 此 及 
(8.1.3) 。 (vi) 立 得 G), 1 
现在 考虑 ACB, A, BES. EX 
s G) T xEB, 
0 YX 和 了。 


CO4+ as = I 


显然 有 
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(8.2.9) ou4<s3<s4，s4=S8，a4=S4。 

(8.2.10) 引 理 s¿=limll'si 特别 地 ， 如 ASB，CcCB 
且 s8= s%， 则 s4 = sce。 

证 在 (8.2.9) KLER I, # n>. l 

(8.2.11) 引 理 

G) 如 fE&%。， 则 


f%) I(x) + >) infle), EAEN, 


如 fE&%， 则 等 号 成 立 。 
特别 地 ， 


GD ma + YI C, E-A) (8) <1,z€ AE #,n>0, 
如 五 1=1， 则 等 号 成 立 
GHD ow) + SHIT C, E-A) (x) <1, z€ A68,. 


证 在 G) 中 取 了 =1 即 得 Gi) ` # di 中 命 %->co 即 得 
G) 。 往 证 G). Wn=0 时 ,不 等 式 平凡 .假设 对 某 nn 已 真 ， 
Mi f>lIf 知 

If >I f(x) + flea) , z€A 
以 此 代入 G) 中 的 不 等 式 知 它 对 n+1 亦 真 。 归 纳 法 完成 。 如 
11=1， 则 上 述 证 明 中 的 每 一 步 均 取 等 号 。 1 

(8.2.12) 引 理 ” 设 了 是 方程 f= 了 的 有 界 非 负 解 ， 
0<n<lfl =sup f(x) , Æ 

F,= {xEE: f@) > (fl -7), 
则 F, -AER WR 0<Š/n<e, M 

(8.2.13) cr,G@) >1-e, XEF, 

证 应 于 引 理 (8.2.11). © 和 (i) FEA f/f = 
=1Hf/ lfl, fu A= F,, # 
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IfI- SKE <| fll, G, F) +f -m x 


Rel 
5 Mr Miesas | f | r, C(x, F.) + (If -n x 


Q - l", (x£, F,)), EF, 
从 而 


I (x, F) >1 -ž, xEF, 


Rim n=, 】 
(8,2.14) 引 理 ”对 每 逗留 集 4A， 我 们 有 
loal = Isal =1. 

证 由 于 ss 是 最 大 去 留 解 ,因此 由 (8。.2.13) 立 得 | sell =1. 
应 用 此 结论 于 Ha Mo, RNE oal =1. 但 c4<s4<1。 

1 
(8.2.15) 引 理 ”使 用 G8.2.12) 的 记号 。 我 人 有 
FSFI- msr. 

证 HEX, 4LF, BF, or, (z)=0, HW 4 xEF, it, 
f> fl -n. 但 0<or, OSLA >f -mor 
ER II" Hi no 即 得 所 需 结论 。 1 

下 述 结果 是 引 理 〈8.2.。12) 的 补充 ， 它 是 后 面 讨论 的 出 发 
N. 

(8.2.16) 定理 xi 614 A 3 0<n<1, + 
A,= [x€ E, s4(X)>1-7], 
A;= [z€ E, o4(X)>1-], 
则 s4= sm =s. Hi A, A, 4, 都 是 等 价 的 。 
证 如 果 4= 瑟 ， 则 祖 应 的 4,= 4, 。 因 此 ， 只 需 证 
(8,2.17) sg=Sg,. 
这 是 引 理 的 一 种 特殊 情形 。 人 然而， 我 们 可 把 一 般 情形 归结 为 这 种 
情形 。 事实 上 ， 由 于 4,c4,<4,， 只 需 证 sk=s4 .根据 引 理 
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(8.2.10 , REE S4, = s4= ac4。 但 这 与 〈8.2.17) 只 是 记号 
的 不 同 而 已 。 
往 证 (8.2.17) 。 A 
t= Ss —Ss, 
HRE Iul >a>0. 由 引 理 (8.2.12) M, 
B={xEE,; u(x)>a} 
是 一 个 逗留 集 。 再 用 一 次 (8.2.12) 于 函数 了 = s; 35 Z F,= Ep 
而 且 ， 只 要 6<an， 就 有 
Se, (%)>1-a, xEE;. 
这 样 ， 当 XEE, 由 B 时 ， 我 们 有 
Sg(X) =U(X) +s; (X) a+ 1-a)=1, 
但 这 是 不 可 能 的 。 因 而 BC E- E,. Hik K EE 的 定义 得 
ss(z) <1— ó, xEB, 
但 sz>sSs>>Ie， 而 且 由 (8.2.12) 知 ， 存在 XEB 使 0s(X)>1 
-6。 这 与 上 式 矛 盾 。 故 = 0。 1 
(8.2.18) 定义 SGS f 4 是 典型 的 ， 如 存在 0<7n<1 使 
S4(XZ) >1-7, xEA. 
由 (8.2.16) 立 得 
(8.2.19) 引 理 HEME 4 包含 一 个 等 价 子 集 ， 它 是 
典型 的 。 
(8.2.20) 引 理 如 入 是 典型 的 且 4CB， 则 
Sp= $4+ Seeds 
证 我 们 先 处 理 一 种 特殊 情况 B=。 B 
U= Sgp- S4- Sre 
我 们 要 证 &= 0。 由 引 理 (8.2.8) 。 GD lu2>0. £ khul> 
>0, 32 X. 
A,= (x€ A, sz)>1-3} 
C,= {XEE- A; s;-,G)>1-58) 
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U,= (z, u(x) >| ul - 5) 
此 处 C, 可 以 是 空 集 。 wd 使 23<1 xl。 当 xE4ncCs 时 ， 出 
(8.2.8) 。 GD A 
Sg(X) >s4(X) +S;x (2) >2(1- 0)>1, 
这 是 不 可 能 的 。 因 此 4, 人 1C,=$。 同 样 地 ， 
4ncCs = 小 A,nU,= ç, C,nD,= ó$ 
再 用 一 次 8.2.8). GD 得 
SESSA, + Scs + Su, 
由 定理 《8.2。16〉 知 ， 上 式 等 价 于 
SE>54+ Sepa + Su, 
此 处 用 到 我 们 的 约定 ss= 0。 F, U>. AMA 引 理 (8, 
2.14) @# lu || =1。 另 一 方面 ,由 于 A 是 典型 的 及 的 定义 知 
Ss (X) >2—7—d, XEANU,, 
这 样 ， 若 35<1-7， 就 有 ANU,= $$ 对 于 这 样 的 8，U,CE-A， 
从 而 
12S;2Z°S;s (+ 8Z=°S;s4 t Su, Z25u, 
但 因 〈8,2,14) , Üs |= 1， 故 上 式 是 荒 雇 的 。 因 此， 我 们 断定 
u=0, 或 
Sg=S4+ SFs4。 
现在 ， 让 我 们 考虑 BDA 的 一 般 情 形 。 我 们 要 用 Hs ç 3 
T. 由 假设 ， 么 关 于 瑟 是 典型 的 。 从 而 $4 到 0， 由 引 理 (8.2,10) 
知 S% 关 0， 因 而 由 定理 (8.2.16) 34, # # A'cCA, 它 关 于 B 
来 说 也 是 典型 的 、 这 样 ， 我 们 可 以 使 用 前 一 部 分 的 证 明 ， 得 到 
OB=S%,+SB, S53=83,, 
两 边 左 匀 0"， 并 命 n->co， 由 引 理 (8.2.10) 得 
SB=S4+Sp\4's $4=584', 
由 于 (B~~4')-(B~A4)= LA~A’CcA， 因 而 当 XEA 妇 时 , 由 上 
式 得 
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Sega (X) = Sa (X) —S (GX) = Sg (X) — S £ (X) <1 — S 4 (2) 
=1-s4(%) <1- -0 = n<1-n. 
最 后 一 步 是 因 我 们 选 A7 时 ， 可 预先 指定 7 和 1/2。 这样， 由 定理 
(8.2,16) 知 ， 如 XEA, W xé (B~.40)。 即 (B~4),CB、A4， 
H Sisa = Sosa SSe KARER Seya >Sss4 P BSA’ 5 
B~ A 立即 得 到 。 故 Sosa = Sas4。 进 而 Sa = S4 + Sesa 。 1 
FB 38 0488063328. 
(8.2.21) 定理 JEV 是 逗留 解 的 充 要 条 件 是 
(8,2,22) fn (s,-f =O 
或 等 价 地 ， 
《8,2,23) ”对 每 个 逗留 集 C, 若 存 在 t>0 1E f>tsc, WJ 
f>sc. 
证 (a) 设 了 = s4. 无 妨 设 4 是 典型 的 , 由 引 理 (8.2.20), 
此 时 有 ss-f=sss4。 从 而 (8.2.22) 就 是 (8.2.8) 。 G). 
可 见 条件 (8.2.22) 是 必要 的 。 
(b) 今 证 (8.2,22) > (8.2.23) 。 由 (8.2.22) ， 我 们 
可 以 应 用 (8.1.3) 。 G) ,得 
Sc=scn (f+ (ss —f)) 
=scNf+s (ss—f) 
今 假 定 存在 t>0, lË tsc<f, Wh (8.2.22) 知 ， 上 式 的 后 一 
项 为 零 。 这样 ， 上 式 化 成 sc = sc 人 f， 或 即 ssf. 
(c) 现在 假定 (8.2.23) RZ. 我们 需要 证 明 ， 存 在 逗留 
集 4 使 了 7=s4。 
按 引 理 (8.2.12) ， 对 于 这 个 EY， 我 们 可 选 到 运 留 集 F，。 
然后 由 引 理 〈8.2.15) RÆ (8.2.23) 知 f 宇 ss+。 从 而 
u=f- s, € Z. 
如 果 ue 0, MIFE uE & BB, 存在 逗留 集 A 和 toO, 使 
UStsa RAER f2ts,, Hh (8.2.23) 得 f>s4。 今 取 A, 
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如 定理 (8.2.16) 。 则 对 于 每 YE4,， 我 们 有 了 (xz) >s (2) 21 
-7。 于 是 4,CF,。 但 此 时 由 上 式 得 
f=s,, +u>(1+tSi 
RA | fl21+t. WSA). g u=0 Rë f=sa. J 
(8.2.24) 定理 如 和 A 和 B 都 是 逗留 集 ， 则 
Sans = SAN SB. 

证 显然 有 suns 和 san sas.。 因 此 ,我 们 只 需 证 存在 CC4nB，, 
使 得 sc = skn ss 。 因 此 ， 只 需 考虑 A Wl 如 为 典型 的 便 已 足够 ( 否 
则 ， 用 典型 子 集 代 替 之 ) 。 实际 上 ， 我 们 将 假定 

sa (x) >3/4, XE As Sa(Z) >3⁄4, z€ B. 
我 们 先 证 
(8.2.25) Saua SSans + (Sg 一 S4) + (S-S). 
首先 ， 若 补 定义 
1a(x,d) =0, x¢A, 
则 由 归纳 法 易 见 
Ius (z, AUB) <s (z, AN B) + -Hx, A)) 
+ (1 — IT (z, B)) 
(注意 当 X 人 FANB 时 ， 右 方 之 1) . Ano, 48 
Guau SOans + (1 — G) + (1 — Gs) 
ER I, H n->oo， 即 得 (8.2,25) .由 此 式 得 : 当 XEANB 
时 ， 
Sans (£) Saus (X) + S, (2) + Ss (X) — 23g (X) 
= 2s ,(%) + Sp (X) + SuuBJS4(X) — 2S z (Z) 
> 了 -2= 寺 . 
倒数 第 二 步 用 到 引 理 (8.2.20) 。 这 表明 An B 也 是 典型 的 。 因 
此 ， 我 们 可 以 再 次 使 用 〈8.2.20) ， 得 


Sa = Sans t Saans, SsB= Sans + Ssw4nB> 
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注意 〈8.2.8) G) 并 使 用 分 配 律 (8.1,3) VD ,得 
SAN Ss = Sans +S4-4naflShna 十 Sana N Seann 
+ Sasann l Sss4na。 
再 用 一 次 〈8.。2.8). (iD ， 右 方 后 三 项 为 零 。 故 得 所 和 欲 证 。 1 
(8.2.26) 定理 记 
={s4: AEE} 
约定 Ss=0。 ië X, 了，Xn(n 之 1) 都 是 逗留 解 ， 那 么 ， 我 们 有 
G) Xn Y€ 2; 
GD m X<Y, Wm Y- X€ 2; 
GH) XUY€ 24 
Gv) # Xñ 0 Y= 0, WJ X+Y6€ 2; 
G) m X, lu X Vu, W| uC 2. 
证 Ca) 我 们 先 说 明定 理 (8.2.24) I; CG) 深刻 , 实际 
上 ,无 妨 设 天 YE2，X,Y 关 0。 则 存在 逗留 集 4 和 了 召 使 
X=s,, Y=ss, 由 (8.2.24) A Sann =Shfnsa。 这 表明 人 Y 
Er. 
另 一 方面 ， Gi) 也 可 以 由 判 准 (8.2.23) 直接 得 到 。 事 实 
E, HEt EXNY>tse (C HEUP) , W X2tsc, H 
于 XE 和 (8.2.23) , X2>s., HÈ, Y>sc. WXNAY> 
Sc。 然 后 ， 判 准 (8.2.23) XH XNYEZ. 
(b) 为 证 GD , EW X+, X=s, YY=ss。 于 是 有 
七 = 和 MY=shans 。 因 此 ， 必 要 时 以 ANB 代替 A， 我 们 可 以 假 
ÆACB, 进一步 ， 还 可 以 假定 和 4 是 典型 的 。 ME, HIE G. 
2.20) 得 
Y = Sp + Sga = X + Sesa 
A 
Y- X=s., EP. 
(c) 由 定理 (8.1.3). (v) 得 





XUY=sE- (sz - X) f (sz — Y) 
然后 由 Gi) 和 G) 6283 68. GHD 得 证 。 
(d) 由 (8,1.3) 。 (Wj) A, Gv) 是 (i) 的 特 款 。 
(e) 如 和 sy2U， 则 由 判 准 (8.2.23) AU € 2. IR X, 1 
u, 则 liM (s;— Xa) =sz— u, 且 为 单调 降 的， 因而 由 刚才 所 证 和 
GD 知 s .-u€ 2, 再 用 一 次 GD ， 便 得 w=ss- (s,— u) € 
1 
(8.2.27) 定理 2 的 逗留 解 之 集 就 是 的 极点 集 ， 即 由 
X=tu+ (- Do 
HEOK M UVEY RLG us u= X, 
证 (a) 假定 XE 并 有 所 述 的 分 解 。 则 
Sz— X =t(S;-— u) + (1-t) (ss —v) 
H-Ttu<X RtG,-u)<s,-X, 从 而 由 (8,2,22) FUN (sa 
-W <t 'XN (ss- X) = 0。 再 用 一 次 判 准 (8.2.22) MUEP, 
同样 可 得 VE 多。 然后 由 (8.2.23) 知 
X>u, Xv, 
因而 
(1-Dv=X-tu= GQ - bu, 
这 表明 vu, H, u>v, kus u=X. 
(0) 设 只 多， 则 由 定理 《8。.2,21》 知 
XN (ss - X) =Z@+#0, 
往 证 
X= TC + LG 


是 一 个 分 解 。 显 然 0 和 和 -2Q 么 1， 于 是 和 -ZEU 。 对 于 -- 切 x, 
RME Zx) <s; (X) - XG) S1- X(z ), F J: 0<X+ Z<1 E 
X+ZcezZ. 类似 地 有 X-ZEV. 1 








S8.3 流出 边界 


本 节 将 应 用 上 一 节 的 结果 来 研究 流出 空间 27, 的 结构 。 

使 用 〈7.4.2) 之 前 的 记号 卫 和 本 (4) 。 WH T E T T, 
我 们 用 ，Z "等 ， 相 应 于 五 (0) ， 可 定义 (4). 但 它 重 合 于 
(1) 。 类 似 地 有 2? GD), (1) ，2 (有 和 2 人) 。 

显然 ， 对 每 ,0，2%(D)C2 "。 因 此 ， 由 引 理 (8.1.1) 。 
G) 立 得 

(8.3.1) 引 理 ”对 每 f,E2,(1)， 

Ifi $ fos n$ co 
且 加 为 & (四 ) 中 的 最 小 元 。 也 与 1 有 关 。 

(8.3.2) 定义 ”如 上 得 到 的 foE2 KAREA) 的 标准 
映像 。 

下 述 结果 表明 ， 对 于 协调 族 { 刀 :4 之 0} 来 说 ， 这 里 的 标准 映 
像 的 定义 与 〈7.。4.2) 是 一 致 的 。 因 为 下 述 结果 与 (7,4.3) 一 
致 。 

(8.3.3) 引 理 刀 E2(1) 的 标准 映像 fo 如 下 决定 : 

fa = f. + AT f, 


=f,+ 1 >; | TIP ,df (y) /a GQ) , 
aso “H 


证 itycH, 则 由 
AD + f(y) /9 = Hf.Qp , 


>|, Tw anh +> | "di /a 


=> | =a, apa, 
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即 
nl 
haD f, A dha 
m= 


= | masana. 
命 n—co 即 得 所 欲 证 。 J 
(8.3.4) 引 理 WFE, 定义 
f=f -APnis Q) f, 
MJ f, E ASHURE. 

证 BAVC D, ANIE (8.1.1) 。 Gb 知 存在 
具有 所 述 性 质 的 元 素 扎 使 "(foy fo 4 n>, 因此， 只 
需 证 

f=f,- 1P® Q) f,= TTA fo NSO, , 
此 处 ，Pw (1) 为 最 小 9 过 程 典 型 解法 的 第 n 步 
P® (ü) (z, A) =b (xz, A)/ Q+ q(x)), 
PDA HAPO APOG, n>0, 
当 n=0 时 ， 
FD = fa- PO Q= fo- 


设 对 % 已 真 ， 则 
F = fo- AUT APO Q) + P Q)) f, 
=HO5f,- IT Q) POS Q) f, 
= Ha) Efo- 4P® Afal 
= HWI (Q) f, 
SHA foe 了 
(8.3.5) 定义 称 (8.3.4) 中 所 构造 的 从 & 到 A0) 的 
映射 为 4 映像 。 
《8.3.6) 引 理 RhA EZ 的 4 映像 Wif 4 二 0} 是 
协调 的 。 即 
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4 = 
ma T Ofo 





fR Afu 4,4>0, 
此 处 


Ru Df E) = | Rasa, z, ap f... 


证 由 预 解 方程 和 引 理 (8.3.4) 38. 1 
(8,3.7) 定义 fe z 称 为 消极 的 ， 如 果 存 在 20, È 
了 = Pia à) 了。 
换言之 ,车 gE (fo)， 则 gh=0。 然 后 ， 由 引 理 (8.3.6) ， 上 
式 与 4>0 无 关 。 
我 们 已 经 知道 ，X" 是 最 大 的 消极 元 〈 见 引 理 (7.4.4) ) 。 
(8,3.8) IE 2 fL.C Z 是 EYW,(1) 的 标准 映像 ， 则 
f.= fo- AP=ia Q) f, 
证 由 引 理 (8.3.4) 和 (8.3.1) #Lfi=f,- A Pria (A) f, > 
f. (因为 fi 322) (fo) 中 的 最 大 元 而 fu<f). SAE 就 有 H'f,< 
Ifi, n>1. + f, fü fi BRIERE fo kE, fi- j € 
2 (1) 有 标准 映像 0， 故 由 引 再 (8.3.3) A fi= h. 了 
(8.3.9) 引 理 为 使 人 Ez2 为 
f. = fo- 1P=in (4) f, 
的 标准 映像 ， 充 要 条 件 是 不 存在 非 零 、 消 极 的 gE€2 (fo . 
证 先 证 充分 性 , 设 瑟 为 天 的 标准 映像 , 则 由 引 理 (8.3,8) 
得 
fo- fa = AP) f! — fo) 。 
HT f, 2 # (f) 中 的 最 小 元 , A&E Af) 中 的 最 大 元 ， 从 而 
0 委 轴 一 轴 过 下 入 加。 这 样 ， 若 不 存在 非 零 、 消 极 的 9E8 (fo) , 则 必 
# f = fa. 
反之 ， 假 定 存在 非 零 、 消 极 的 g CZ (f). 那么 
f= fo- g) — P= (A) (fo-9) 。 
Am f g2 8. PA RER f 的 标准 映像 Hh f, g Z CO 的 
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最 小 元 ， 因 而 加 -9g>>j。 这 表明 ff. 1 
(8.3.10) 推论 从 2(1) 到 2 的 标准 映像 的 值 域 与 4 无 
关 。 


由 定理 (7.41) , K= mA 为 (1) 的 最 大 元 。 由 


协调 性 ， 两 种 标准 映像 一 致 。 因 此 ， 刺 ;的 标准 映像 束 是 从 2x(TD) 
的 # 中 的 标准 映像 值 域 中 的 最 大 元 。 
分 别 用 AMI 2 ZZ, (1) #I Z 的 逗留 解 的 全 体 。 
下 面 是 本 节 的 主要 结果 
(8.3.11) 定理 
O AZ, O) 到 # 的 标准 映像 的 值 域 是 
#=(fez, f<X) 

Gi) ADAY 之 间 的 对 应 是 1 一 1 的 ， 即 标准 映像 与 4 映 
像 互 为 朔 映像 ， 并 且 格 同 构 。.9; 与 IN 之 间 的 对 应 也 具有 FJ 
FEBS RE JR, 

证 (a) 由 本 定理 之 前 的 注解 立 知 标准 映像 的 值 域 含 于 Z 
之 中 。 反之， 如 fe 2 但 非 标准 映 像 ， 则 由 引 理 (8.3.9) Xü, 
存在 非 零 、 消 极 的 gE Z(D. Am g< f=<X. BX E kE bh 
像 ， 故 由 (8.3.9) 知 g9=0。 导 致 矛盾 。 

(b) i&fof,C ZQ). WR fi f, 有 相同 的 标准 映像 fo， 
则 由 引 理 (8.3.8) 知 蔬 = 思 。 因 而 不 同 元 素 的 标准 映像 是 不 同 
的 。 由 此 及 O PAAD 和 2 之 间 的 对 应 是 1 一 1 的。 
关于 格 同 构 ， 由 于 另 一 部 分 的 证 明 类 似 。 我 们 只 证 ， 若 fi 
READ, DIAREE f'A f, W fi US AEREN e foU 
fi HD 
f=lim IRU =f Ufi. 
首先 ， Š 
fs = lim H" dim H Q) " QV fD) 
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7 


> dim H*f) V dim H"fD 
=fiVfi a 
从 而 f>fi Ufi. B— Hii 
TI i VID)" fr V fb 
m nco, E fi US >fiU fi. 2m fi Ufi > fo sk fa= fU 
fè. 
为 证 明 标 准 映像 与 4 映像 互 为 逆 映 像 。 设 f CZ. HU B 
像 是 
fi= fo- AP™ Afo 41>0, 
另 二 方面 ， 由 于 加 E2 及 标准 映像 是 从 2:(1) 到 8 上 的 1 一 1 映 
射 。 因而 对 于 每 4>0， 存 在 唯一 的 俯 E& (1) ， 使 得 篆 有 标准 映 
f f B. 
fi= fo- hPain Q) fon 
故 共 = 其 。 特 别 地 ，fo 是 它 的 4 映像 的 标准 映像 。 
为 证 明 关于 AM I 的 断言 ， 只 需 注意 C Z, 为 零 当 且 仅 
当 它 的 标准 映像 如 HF. 1 
下 面 是 逗留 解 的 分 离 性 质 。 
(8.3.12) 定理 设 {fi: tET}C9IN Z 满足 
fü fi= 0, t=s, 
则 对 于 每 CT, #iEPF2|(212 CE fE 
isst, 


(8.3.13) fi -i 0 To, 


证 由 定理 8.2.16) ， 对 每 t， 我 们 可 选 到 {Xx}%,， 使 得 
#ep>i- ant). 另 一 方面 ， 由 引 理 (8.3.6) , fi 














是 4 的 减 函数 ， 央 而 
1>fi (D fx) >n/n+1) >1, n=, 
如 果 s=t, WH Afe 0 及 定理 (8.2.26). Gv) A fit fiC 
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多。 从 而 由 (8.3.11) 。 Gi 和 定理 (8.1.3) 。 (vi) 知 fi+ 
fi=fsUfiC Z. 最后， 

Sfi = (fi U fi) (xD — ft Gs) 

<1- fix) 0, n=, 1 


§ 8.4 有 限 流 出 q 过 程 的 表达 式 


本 节 给 出 有 限 流 出 、 满 足 向 后 方程 的 9 过 程 的 表达 式 。 
(8.4.1) 定义 ” 称 9(x) -q(x,*) 是 有 限 流出 的 ， 如 果 dim 
Z 有限 。 
下 面 是 关于 线性 无 关 性 的 简单 结果 。 
(8,4.2) 引 理 Rf) 是 一 线性 无 关 族 。 
G) 如 g= Defe, {CR Bato, ,fi 9, 


=: 


firs es Tn 是 线性 无 关 的 

GD HEA itk, f es fi fi-fr ha e, T ER 
性 无 关 的 。 

(8.4.3) 引 理 

G) i fo fE Zi, WJ 

AfD -finfa =o, i=1,2. 
Gi) 如 f,g,h€E Z, f<g Bgñüh=0, l 
fNh= 0. 

证 (a) 不 失 一 般 性 ， 可 设 才 到 0， f, 0, H fi= Su, AiE 
8, i=1,2, AJ A: G= 1,2) 是 去 留 集 ， 从 而 由 定理 (8.2.24) 
mx 

hnf,=sa Sas Sana 
这 样 ， 由 引 理 (8.2.19) ， 存 在 典型 的 BCAINA,, 使 
fiNf,= sa. 
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现在 ， 使 用 引 理 (8.2.20) 和 (8.2.8) 
Ff1Nf2) i -fi f) =ssNsa-2=0, i=1,2。 
(b) Gi) 是 平凡 的 ， 
fNh<gNh=0. l 
(8.4.4) 定理 k dim Z,=m21. 则 存在 一 族 {Xic 
Fi, E 
XiNXi=0, i=j 
而 且 2 中 的 每 一 元 素 都 是 {Xi}?Y 的 线性 组 合 ， 特 别 地 ， 
X,= Dx. 


证 (a) 我 们 先 证 dim (%) =dim#,=m, H T 2%,< 
71), M i dim 9941<dim21(1) =dim2WY=m。 今 设 {f0! 是 
FiA, nam, AF 20) 是 一 个 有 限 维 Banach 空间 的 闭 
子 集 〈 赋 一 致 范 数 ) ， 从 而 是 紧 集 。 它 显然 是 凸 集 。 另 一 方面 ， 
由 定理 〈8.2,27) 知 ，.9; 为 9i(1) 的 极点 集 。 这 样 ， 由 KKrein- 
Milman 定理 (Banach 空间 的 紧 凸 集 重合 于 它 的 凸 壳 的 闭 包 ) ， 
我 们 有 n>m, # x= m. 

Tim, 0835262 R Pr 3 2 BS ERO HE. 

(b) 选择 .9 的 一 组 基 ， #: f, f, = 0. 


如 了 了 六 0， 则 存在 〈eb …ao) #0, WANS Dafi 


RaO, WA, HBE (8.4.2) ， 我 们 可 以 依次 作 如 下 替换 
d, fa fs, SAR f») 

GaN fes Fas f ees Fa) 

SGN a fa-N as f, o fn) 
每 一 步 都 保持 线性 无 关 性 不 变 。 而且， 由 引 理 (8.4.3) 知 (fi 站 f) 
ñ (f,-f,0f) = 0。 因此， 我 们 已 经 得 到 一 组 满足 及 N=0 
的 9 的 基 。 对 称 地 可 以 得 到 4, 去 0 的 情形 。 n 3k ay=a,= 0, M 
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必定 存在 k，3<k<m， 使 Qs 关 0。 此 时 ,在 保持 线性 无 关 性 的 
条 件 下 ， 我 们 可 以 依次 作 如 下 的 代 换 
(fo fo oo fm) 

> (f fo es fr hA NF, fers 5 f 

—( - f nf, fos s Fris hf ao 0s fO 

—(f - f 0f,, Nfa fo uo Fris fos Da fma 
也 得 到 所 要 求 的 基 。 

(c) 假定 我 们 已 调整 到 第 n<<m 步 。 即 我 们 已 有 一 组 .9 的 
(fhr, wE 

finfi=0, 1<i, j<, i#j. 

WMR fin fsa = 0, 1<i<n, BJ n+1 的 调整 已 经 完成 。 否 则 ， 
必定 存在 某 1<i<n, W fi fa 80. EWR fin fa 0. bf 


EFE (i, e, n) #0 使 fiNfrn= Dafi. Jü R Ay = Aa = 
te 


0， 则 由 假设 ， 必 定 而 且 只 能 有 K: n+2<k<m, 1 a0. R 
后 仿 O) 对 fis fa 进行 调整 。 此 时 加 被 替换 了 ， 但 所 ，…， 
加 保持 不 变 。 如 果 w 夫 0 或 ari=0, MJ f (b) W fa fü fs. HÈ 
行 调整 ， 此 时 除 fi, fai 而 外 ， 其 余 元 素 均 不 变 。 因 此 ， 无 论 何 
种 情况 ， 我 们 都 可 以 保持 fo es fa 不 动 ， 而 使 调整 到 一 组 新 的 
基 ， 它 满足 有 人 介 fr1=0。 更 进一步 ， 在 如 上 的 调整 中 ， 我 们 所 得 
到 的 基 Cf. fo < fs fen eo fo 总 满足 
f<f, h=f s f=fa fa sf. 
故 这 组 基 已 满足 
fiNf;=0, 1<i, j<n+1, i#j. 

这 样 ， 第 n+1 步 的 调整 已 告 完 成 。 最 后 ， 由 于 m 是 有 限 的 ， 因 
此 ， 我 们 可 用 有 限 步 完成 上 述 调 整 ， 得 到 所 需 的 9; 的 一 组 基 ， 
记 之 为 {Xi}7。 

(d) 由 于 XiE .9j， 因 而 由 上 面 所 证 ， 存 在 Ca, +, an) 
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+0, EBX- SasXi， 此 处 4 是 固定 的 。 由 定理 (8.3.11) 和 


(8.3.12) ， 我 们 可 取 序 列 {Xi}?o,CE (1<i<m) ， 使 得 
i 1， 如 j=i， 
wE Xi (xi) -> 
人 如 ji,， O 
从 而 


lim X (æ) = lim $ ,aiXi(z = ai, 1<i<m. 


另 一 方面 ， 
1>lim X; (x) >lim Xixi) =1. 
可 见 
ai=1, 1<i<m. 

(e) Æ (b) — (d) 的 证 明 中 ，4>>0 是 固定 的 。 现 在 ， 我 
们 证 明定 理 的 结论 对 一 切 4>0 成 立 。 事 实 上 ,对 于 固定 的 1,>>0， 
我 们 已 有 基 {Xi,}*?。 记 其 标准 映像 为 {Xi ?CNzy. 我 们 作 
{Xi} 的 4 映像 {Xi}?。 那 么 ， 容 易 看 出 {Xi 满足 一 切 条 
件 。 1 

现在 ， 已 经 不 难 给 出 表现 定理 。 

(8.4.6) 定理 i; dim Z,=m<co, MJ P Q) 是 一 个 Be 过 
程 当 且 仅 当 

(8.4.7) PU, x, A) = P"in Q, z, A) + YXO (A) 


1>0, x€E, AEg, 
此 处 总 E 2, (1<i<m) 满足 
(8.4.8) 预 解 条 件 
EH) -EA = u- A [EDP z, A) 


å, u>0, AES 
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和 

(8.4.9) 范 条 件 

AiE) <1, 4>0. 

卫 ( 力 不 断 当 且 仅 当 q(x) - q(x,*) 是 保守 的 而 且 上 式 对 于 某 (从 
而 对 一 切 ) 420 和 一 切 i 成 立 。 

证 (a) 设 P(1) 是 Bo 过 程 ,那么 对 每 14>0 和 AE8， 

AP, +, A) - P= (4,0, A) EV). 

于 是 由 定理 (8.4.4) 知 ， 必 定 存在 点 (4) (1<i<m) 使 (8.4.7) 
RZ. H (8.4.5) 得 


Ei (A) = lim>， XI GD éA), 


但 
0< lm Poin (1 xi, A) <lim Pein (4, xi, E) 
<m- zQ,z))/1<lima - X,(x5)/4 
=0, 
(8.4.10) lim P=" (4, xi, A) =0, 4>0, AE8 
从 而 


Ei (A) = lim PU, xi, A) 
T? AEE, 2>0, 1<i<m. 
于 是 由 定理 (1.2.24). G) E€ Z,, 4>0, 1<i<m. 
(b) 利用 X, Aim 的 协调 性 和 线性 无 关 性 易 证 P() 
满足 预 解 条 件 当 且 仅 当 (8.4.8) 成 立 。 利 用 (8。4.9) 和 (8.4。10) 
立 知 范 条 件 等 价 于 (8.4.9) , 
(c) 如 果 q 对 保守 且 (8.4.9 RZ, M 


MP(D1= Pen(D)1+ DK 
全 
=ÀP"in(Q)1+X,= 1, 
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从 而 过 程 不 断 ， 反 之 ， 若 Ba 过 程 不 断 ， 则 由 第 四 章 知 9 对 必定 
保守 。 再 用 一 次 (8.4.9) 和 (8.4.10) 立 知 
WŒ) =1, 4>0, 1<i<m. 1 


$8.5 补充 与 注 记 


Feller 边界 理论 是 由 Feller[2] 建 立 的 。 随 即 被 应 用 于 @@ 过 
程 的 构造 论 。 见 Feller[3], Willams[1], 杨 向 群 [1] 及 其 所 附 的 参 
考 文献 。 郑 小 谷 [3] 把 这 一 理论 推广 到 抽象 空间 。 

本 章 取 材 于 Feller[2] 和 郑 [3] 。§ 8.1 一 $ 8.3 是 前 者 的 直接 
推广 。 但 定理 〈8.3.12》 和 $8.4 的 主要 定理 (8.4.4) 是 属于 
后 者 的 。 
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第 九 章 ”有限 流 出 可 配 称 q 过 程 


本 章 中 ， 我 们 将 假定 q(x) - q(x,*) 是 关于 一 个 固定 的 o 有 
限 测 度 上 的 可 配 称 gq 对， 并 且 dimy sm<, 我们 将 讨论 关 
于 这 个 4 和 这 个 g 对 ， 可 配 称 gq 过 程 的 构造 、 存 在 性 和 唯一 性 问 
题 。 


$9.1 预备 知识 


由 定理 (8.4. 知 ， 我 们 可 以 选取 .9 的 线性 无 关 族 {XI 
a=1, 2, =m), E8 X:Q20 有 相同 的 标准 映 R X, a=1, 
2, +, m. WEB, m (8.4,5) ， 我 们 可 选取 {Xt}%%,CE， 使 得 
1, 如 a=b 
0, W a+b 
本 章 中 ， 我 们 将 固定 这 一 族 {Xi} 和 相应 的 序列 {xs}%,。 现 在 ， 为 
使 用 方便 ， 我 们 将 把 所 要 用 到 的 、 由 前 两 章 得 到 的 基本 结果 重 述 
如 次 ;， 


s R0, 


OLD Ha -f 


(9.1.2) 0<X= DX<1, 


et 
(9.1.3) 0<X,= > X:<1, 


(9.1.4) Xi= XP"i (NX, 1<a<m, 
(9.1.5) X;-X;= u- PA) X;:, 

= (u-i) P=" (u) XI, 1<a<m, 
(9.1.6) X"=lim AP™in (4)1, 





(9.1.7) 
(9.1.8) 


(9.1.9) 


(9.1.10) 
(9.1.11) 


(9.1.12) 
(9.1.13) 


X? = p= Q) X°, 
X= P= Q) dG) 


x= 
X, 
X, 


= Jp,°, ataq - ag,D1, 


lim x; 
22 
=X- APG) X, 
= (u— DPD Ky 


= pea NDP" (u) Xa, 


X+X°+X-1, 
X,+X,=zQ,*), 


71={a, finda <o } 


I=(a€J, pLX: Xi(z)#0J>0) 
相应 于 流出 解 X: 的 流入 解 是 


(9.1.14) m= | A(dx) XI(X), 1<a<m, 


它 的 标准 映像 是 


(9.1.15) "=f Ldx) XX), 1<a<m, 


我 们 有 如 下 结果 


(9.1.16) 
(9.1.17) 


(9.1.18) 
(9.1.19) 


(9.1.20) 


I 和 J 与 4>0 无 关 ， 
如 Bb.Xi0, 则 b=0, a€1, 


e€! 


(mi: QET} 线 性 无 关 ， 


== (u= A g P™ Q) 
= (p-A) mP" (u), 
4, 4>0, 1<a<m, 


m= ne An P= A), 
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(9.1.21) MES., 1>0. 

这 里 ， 只 有 《9.1.17〉 是 需要 说 明 的 。 为 此 ， 只 需 证 明 在 4 
零 集 外 有 C8,4.5) 的 分 离 性 。 但 如 定理 (8.3.12) 的 证 明 所 示 ， 
若 能 证 明 X =s4, A 为 典型 的 且 A(4) >0， 则 我 们 TA A hhh 
所 需 的 序列 。 这 可 由 下 述 结果 导出 : 


(9.1.22) 引 理 对 于 每 a (1<a<m) , X40 当 且 仅 当 
对 于 Xi=s%， 其 中 A 为 典型 的 ， 有 uA = 0。 

证 uA), W u[Xt#01= u [s440] 20 (A)>0, K. 
之 ， 如 (4) = 0， 则 由 可 配 称 性 


0< fa (dx) H Q)c aC) 
= fuam oalx) fac, dy)/ (à +q(y)) 


<| as, Bnd /4=0, 
因而 由 归纳 法 得 


TT Qy"o AË=0, n>1, 
命 n->co， 即 得 


X:= st0, 1 
SX 
w= 4 dn) Xa), 1>0, a,b€1, 
“=a Xo, 1>0, aCi, 
4=1|iao Xe, 1>0, a€l, 
则 我 们 有 


(9.1.23) u= An:X*= A Xi = ub, 
(9.1.24) u-u? = A- MR;, 
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(9.1.25) Us t ue<co, 11 co, 
(9.1.26) ”Tr(1<a<m) 与 4>0 无 关 ， 
(9.1.27) hi- hi= A-H) niX,. 
(9,1.28) Ait <o, 11 co, 


$9.2 可 配 称 Ba 过程 的 表达 式 


本 节 的 目的 是 要 导出 有 限 流出 可 配 称 Be 过 程 的 表 ER. 我 
们 将 要 证 明 ， 在 4 等 价 意义 下 ,除了 由 Xt 导出 的 nt F, RA 
的 流入 解 不 起 作用 ， 直 观 上 ， 这 是 可 配 称 性 的 直接 推论 。 

由 定理 〈8.4.6) 知 ， 每 一 Be 过 程 必 具 形 式 ， 

P0, x, A) = P*O, z, A) + XSD) 其 (4)， 


1>0, xEE, AE8. 
Rh ii MER (8.4.8) 和 “8。.4.9〉。 我 们 先 排除 了 外 的 边 


界 点 
(9.2.1) BIR 若 了 (4) 是 一 个 可 配 称 Be 过 程 ， 则 相应 的 


G2=0, 420, a¢J, 
证 HEREZA, HFH f gE 
(9,2.2) eaofen (P(D - Prin(h))g(x) 


Š feadag PA- Paf), 
取 {Gjyce të Ga 1 E B p(Ga)<oo, MH ERE 
>Jim | Xix) u (dx) 
Gn 


“1 z 


=); Ean [Xiu da) ý 


aml 


可 见 
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£1(Gr) =0, n>1, 1>0, a¢J, 

这 表明 断言 成 立 。 了 

下 面 ， 我 们 延 拓 定 义 〈7.2.4) 。 

《9.2.3) 定义 KAA q I P Q) aP, Q) R r S fr, 
WREE UERN, w 

Pi(h, x, A) = P, (4, x, A), 220, AE8, XẸN, 

为 书写 方便 ， 对 于 (E, 上 的 函数 (或 常数 ) Us s Un 
我 们 记 


cai=( 的 )， Culi’ = (ui, +, Un) 


Un 
并 用 M 表示 和 矩阵 m°) 。 不 失 一 般 性 ， 可 假定 I= {1，2，…， 
n}, nam., 
(9.2.4) 引 理 在 /等 价 意义 下 ， 每 一 个 有 限 流出 可 配 称 
B, 过 程 可 表 成 


卫 ( bx A) = P= (4, x, A) + CX (0) 3t NCE (A) 
4>0, XEE, AEZ. 
此 处 N, } nxn EEEn 420) A<a<sn) 是 协调 族 。 
证 由 引 理 (9.2.1) , PU BEHA 
PA, x, A) =P= (4, x, A) + XIXE). ' 


o€] 
今 合 
Pa, z, A) = P*a, z, A) + DOXA) 。 


agi 
往 证 互 (1) 也 是 一 个 可 配 称 B, ARNE z S£ fr PQ), 为 证 前 
一 项 断言 ， 先 看 
EP u) — P(u)) CA) 
=> Ja: (dx) Xi(x) B(A) 


b€7-1' 


=5 号 Cn L: 
belje 
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1,4>0, AEE, a€J. 
HBR, E aED 满足 预 解 条 件 
名 -总 = -四 Clz) Poz)。 
因而 
-b= (ph hide Pp, e, . 
这 样 ， 由 定理 (8.4.6) ， 引 理 (9.2D 及 上 述 事实 立 知 五 (1) 
也 是 一 个 Ba 过 程 ,人 等 价 性 来 自如 下 事实 ， 
xS 。 当 且 仅 当 x. 
从 而 
XE0, acJ-T， 
进而 
uC U [a X:(Ga:) Z 0J) = 0. 
其 次 ， 我 们 证 明 ， 我 们 可 以 选 出 协调 族 { 辟 ，4>>0}， 使 互 (0) 
有 所 述 的 形式 。 注 意 预 解 条 件 可 改写 为 
Sidat (H-A) firas XL) JEA) 
bei 


= 全 dpDRwA x, A), 


此 即 
(9.2.5) EA) = > Cba + Cp- [aao xtoo1 
t€; 


JEDRU, h x, A). 
显然 ， 若 ;< W 
fE dD R y, A) >E). 


而 车 i>, MJ 
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人 aoReoa y, A) 
=E) - A- w [edypa A) 


>E - A- BaDP Ad,Y, A EA. 
从 而 
m= |E dR As xX,*)>0, aEl, 
若 记 
n= da + (ub adr) ta, a,bEI 


并 固定 六 =1， 则 (9.2.5) 成 为 
[5(4)] = NG, DEMA], AES, 
此 处 NN(4,1) = (ni: a,bED 。 显 然 (ED 满足 引 理 的 条 
件 。 1 
最 后 ， 我 们 要 证 明 ， 上 述 引 理 中 的 挫 ED 可 用 (aE1) 
KH. 
(9.2.6) 定理 在 4 等 价 意义 下 ， 每 一 个 有 限 流出 可 Bo $£ 
Bç 过 程 可 表 成 
P, x, A) = P*in(à, z, A) + DX, (2) ] M EnA]; 
1>0, xEE, AE8. 
此 处 M, 是 一 个 非 负 对 称 %xn 和 矩阵 。 
证 由 于 上 述 引 理 中 的 所 构造 的 {8} acD 和 {m7 CEL 
都 满足 方程 
Je Pp 
p (E) <co, 4,4>0. 
而 此 方程 的 解 显然 构造 一 个 线性 空间 多 。 记 由 (E, n, ach 所 
张 成 的 线性 子 空间 为 多 。。 由 于 {WW ，aET) 线性 无 关 ， 故 可 扩张 成 
2。 的 一 组 基 (i: a= 1，2,，*…，P)}，P<2n。 HWH ## nx p HE 
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阵 Ni， 使 
EAD] = Ni [n (A)J, AC2. 
置 M.= NiNi， 则 由 引 理 〈9.2.4) 得 
P Q,x, A) = Pin (4, z, A) +LXCZ)] MLn, (4). 
# 
% = Em]; “= [m Ji, 


Hem! mi EETA emi? 
Mi=(i i) Mehi Q i) 
mrm” memp? 
则 
A. 
PQ, =, A) = Pis (à, z, A) + [XX) I CM!, ob 人 中) 
ni (A) 


从 而 
fuda [PO, z, A) - Pin (4, z, A)] 


~ A 
= (CA) Mi, nb ( "° )), 4, Bes. 
ni (A) 
H (9.2.2) ， 我 们 得 到 


e (B) 


GAD Mi, Mb ( 7 
ni (B) 


A 
= (WB) * Mi, mp (ut )), 


nA) 


TB) 


(RA) ,MD (7 
NB) 
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m 

CB)", CB) Ki 
由 以 上 两 式 得 

EBO MENA =L- GAB) Mi + (RB) ° Mi 
+ (HB) MEINA), A, BES, 

HFI a=1, 2, e, p 是 线性 无 关 的 ,从 而 

COB Mi= [0s , BES, 
XA: a=1, <, m 是 线性 无 关 的 ， 故 

Mi=0, 4>0. 


Jaa». 

















这 样 ， 我 们 得 到 
PO,x, A) = Pein(l æ, A) + [XX) J Mi NCA), 
1>0, xEE, A€2, 
现在 ， 无 访 分 别 用 M, 代替 Mi, —⁄— nx n E. AAA 
件 得 
j; DmeX æ pdx) >0, AES, 


vel 


即 


DS) mëXi>0, p—a.e. 
tei 


使 用 我 们 用 于 证 明 (9.1.17 的 方法 易 证 M, 是 一 个 非 负 和 矩 阵 。 
剩 下 的 只 需 再 证 M, 是 对 称 的 。 记 
M,= M,- M$, 

则 由 (9.2.2) 得 

(m(B))i’ Mm CAN) = (mA)) i M, (B))t 

= (m (B))2* Mt (mA))', 

即 

(m (B) M.G (A)):=0, A, BEZ, 
两 次 使 用 M: a= 1, =, niyata ek, (849 

(m (B) M, = [01’", BES, 
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M.= 
故 M,= Mi. 1 
在 以 下 几 节 里 ， 我 们 将 就 各 种 情形 进一步 刻画 矩阵 Mi。 从 
现在 起 ， 我 们 将 使 用 如 下 记号 
t= Domèn, 1>0, acl. 


bel 


(9.2.7) 引 理 
G) Dmiur<1, 1>0, a€1, 


£ 
GD 总 = >|. u-» Jaqayx;ao | 
[idoru h Xx,*) 
aEl, å, p>0s 
Gib m= > [R Ce- 人 ao |m 
= >|: 2 > mi icut- ut) Jms 


e€ 
À, 4>0, a, bEI, 


证 (a) H 
Dmu = 12; mt|eda) X° (G) 
beet be€l 


<S m fnt (dx) X(x) aja (dx) X(x) 


bel 上 
<i% (E) <1. 
(b) 断言 Gi) 即 是 9.2.5) 。 那 里 的 证 明 依然 有 效 。 
(c) 为 证 断言 GH) 中 的 第 一 个 等 式 。 注 意 由 协调 性 和 (这 


Smeri = DB -0 |q2)x;o |+ 
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D mini 
=n 


然后 由 {m1: aEDD 的 线性 无 关 性 立 得 第 一 个 等 式 . 最 后 由 (9,1,24) 
立 得 后 一 个 等 式 。 1 


$9.3 不 断 可 配 称 Ba 过 程 的 
存在 性 判 准 


在 进一步 讨论 可 配 称 B, 过 程 的 构造 之 前 ， 本 节 先 给 出 一 个 
简单 的 判 准 。 这 里 的 结果 比 定理 (7.2.8) 和 87.5 的 结果 稍 强 
些 。 

《9.3,1) 定理 ”对 于 有 限 流 出 的 9 对， 存在 关于 /可 配 称 
的 不 断 Bç 过 程 的 充 要 条 件 是 
G) q 对 保守 且 关 于 可 配 称 ， 
G) I=J= {1,2,…,m}， 等 价 地 ， 对 每 a (1<a<m)， 
< [uay Xr) <, 


证 充分 性 可 参考 定理 〈7.2.8) 的 证 明 。 那 里 也 证 明了 条 
件 G) 是 必要 的 。 如 果 n<m， 则 


AP Q, z, E) = 4P*in Q, z, E) + X) Xt (a) 8 (E) 


<1-X,+ >) XX) =1- > XX) <1, 
emi emni 


因此 ， 条 件 Gi) 也 是 必要 的 。 1 


$9.4 构 造 


本 节 将 构造 出 一 切 有 限 流出 可 配 称 Be 过 程 。 我 们 将 先 处 理 
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U = (we 人 )<<co 的 较为 简单 的 情形 ， 而 后 研究 一 般 情 形 的 构造 
我 们 将 始终 固定 一 个 o。 有限 的 测度 上 及 关于 4 可 配 称 的 g 
H qa) -q(x,*). 
(9.4.1) 定理 设 dim2i=mm<co 且 U<co。 任 取 一 个 非 
负 对 称 和 矩阵 KM， 并 取 S= MU。 假定 
(9.4.2) SL[1J:+ MCT]; + MI4]I<[1]? 
此 处 约定 0*co = 0。 再 取 
(9.4.3) M,= (I -S+ MU) -`'M, 
并 定义 
(9.4.4) P, x, A) = P=" (4, z, A) + [X,J3:° MEn; 
1>0,%EE,AE8. 
WAPA 是 可 配 称 B ig, PU 不 断 的 充 要 条 件 是 q 对 保 
SF, n=m EB. (9.4.2) 中 的 等 号 成 立 。 此 外 ,在 4 等 价 意义 F, 
每 一 个 可 配 称 Be 过 程 可 用 这 种 方式 得 到 
证 (a) 先 证 , 若 M 为 对 称 非 负 和 矩阵 ， 满 足 (9.4.2) ， 
MJ (CI-S+MUD :存在 且 非 负 。 注 意 对 于 每 0,bpEI，?z 是 否 
为 0 与 4>0 无 关 。 事 实 上 ， 若 对 某 20, u= 0, WJ #L[X41 01 
= [Xs 关 0] = 0， 从 而 对 于 一 切 />0，ACX 关 0]=0。 然 后 由 
(9.1.24) A zt = 0，1A>0。 另 一 方面 ， 如 MU, 的 某 一 行 和 
为 零 ， 则 MU 的 同一 行 和 也 是 零 ， 从 而 I- MU+MU,=-I-S+ 
JU: 的 这 一 行 和 等 于 1 而 大 于 零 . 反之 ， 如 MU 的 某 一 行 和 大 
FE, WJ (9.4.2) 知 I-S+ MU; 的 同一 行 和 不 小 于 MU, 的 
这 一 行 和 而 大 于 零 .因此 ，I- S+MU; 的 任 一 行 和 总 大 于 零 。 再 
则 ，I-S+ MU; 的 非 对 角 线 元 素 总 是 非 正 的 ， 故 矩阵 I-8+ 
MU, A IEA YEE. 
(b) RE: M, 是 对 称 的 当 且 仅 当 MENR., 事实 k, 
M, 是 对 称 的 当 且 仅 当 
M°*- MUM: +MU,M° = M- MU°M° + MU,’ M°, 
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于 是 由 (9.1.23) 立 知 断言 成 立 。 
(c) 试 证 范 条 件 等 价 于 (9.4.2) 。 由 (9.1.2) 和 (9.1. 


12) 得 
(9.4.5) T[1JrZ[48,(E)J; 
= Mlin X + X° + 8); 
>M,U,[1]; + Mtr + M,LAT:, 
即 


MUL; + [ri + [AJD <A- S+ MUDEI 
或 
S[1]7+ M[r]i+ MLAJI, 120. 
然后 由 (9.1.28) 知 ， 这 等 价 于 (9.4.2) 。 
《d) 试 证 必要 性 。 
HSI 9.2.7) 。 “GD A, EE (9.2.6) 的 表达 式 中 的 
M, 是 非 负 单调 降 的 ， 记 
M 和 M, 都 是 对 称 的 24x7 和 矩阵， 由 于 U<co， 在 (9.2.7) 。 
GD 的 第 二 式 中 命 4->co， 得 
M,= d+ Mi(U-U))M 
或 
MI-UM+UM)=M, 
由 对 称 性 得 
(I- MU+MU)M,= M, 
于 是 ， 由 所 证 的 《4) 立 知 M, 必定 形 如 (9.4.3) , 
(e) 充分 性 。 为 证 所 得 到 的 了 (1) 是 可 配 称 Ba 过 程 ， 只 需 
再 证 如 满足 预 解 条 件 (8.4.8). 为 此 ， 先 证 M, 满足 矩阵 方程 
(9.4.6) M,-M,= M,(U,- U,)M,. 
事实 上 ， 
M,(U,- U) M, 
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= (I-S+MU)-!M(U,- U) (G -S+ MU) -1M 
= (I-S+MU;-'[(I- S+MU,) - 1- S+ MU;)] 
(I-S+MU,)-'M 
= (I-g+MU)-'M- (I -S+MU,)-'M 
= M,- M,. 
此 即 是 〈9.4.6) 其 次 ， H (m: 420 的 协调 性 ， 得 
(u- J) EP (u) 


= (u-i (Prin(p) + DXi) 
= (p-DEP™ u) + D u- 4) (EXE 
emi 


= 2 Mi'i (u - A) P=") + 2) XM Ute- Ute) 
$: 


< bmi 
-D Mini 
#=y 
=>) Mn + 51 (Mt: -Mini 
p= mi 


= 5 Min- $) Min 


= - E. 
故 条 件 〈8.4.8) WE. 
现在 ， 我 们 讨论 U 可 能 含有 无 穷 元 时 可 配 称 Bç 过 程 的 构造 
问题 。 此 时 间 题 要 复杂 得 多 。 显 然 ， 下 面 的 定理 也 适用 于 U 有 
限 的 情形 ， 但 它 显 得 元 长 ， 因 此 ， 我 们 已 单独 作 了 处 理 。 

我 们 把 每 一 个 X。 对 应 于 一 个 流出 边界 点 os。 这 样 ， 共 有 m 
个 流出 边界 点 。 我 们 注意 ， 如 果 可 配 称 Be 过 程 


P 0, x, A) = P*inQ,z, A) + D>) XI (x) Ei A) 
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中 有 某 两 个 绎 相等 《此 时 称 人 个 是 累 次 的， 否则 称 为 非 累 次 的 )， 
例如 只 = 其 ， 则 我 们 可 将 X 和 Xi 去 掉 ， 代 之 以 Xi+Xi， 并 取 
新 的 虽 代替 原来 的 号 = 只 ， 而 将 问题 化 成 只 有 和 mn- 工 个 边界 点 的 
情形 ， 一 般 地 ， 我 们 可 将 oam AHR we(aE 4) ， 其 个 
数 | A |<m， 合 并 后 的 Xi (a€ A) 仍然 满足 $9,1 中 的 一 切 条 
件 。 

RACA, A hRELT, b, c, …。 

(9.4.7) 定理 % dim Z#,=m<tx°o, AX (o° : a EI) k 4£ 
RERS. ERACA TI Ax 和 肪 上 的 非 负 短 阵 G = (goz)， 使 得 


(94.8) gi7=1, EA; 29% <, acA, 


ERNAxA 上 的 非 负 和 矩阵 N= 03), Ë 
(9.4.9) X> masl, EA. 
bea 


再 取 4 x A 上 的 一 个 有 限 矩 阵 S= (S*9， 使 
(9.4.10) œ>- SSD, në uwe, 


TEA 
cz a€ À, c€ A. 
(9,4.11) SGEN (Lr]a+U(C1]4- G[1J2) 
+[41) 
(9,4.12) G((NU,+S)G)-!N 
=N'(G'(U,N* +S) ~G", 
此 处 0*co = 0， 而 [x]4 表 示 列 向 量 (we : a€ A). 如果 口 的 第 
4 列 元 素 都 是 有 限 的 ， 则 9.4,10〉 式 对 于 这 个 4a Macs, 
aza 取 等 号 。 最 后 ， 取 
(9.4.13) M,=G((NU,+ S)G> -!N 
那么 ， 
(9,.4.14) PA, x, A) =P" (4, z, A) + [X,1,° M,[mJ4 
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是 一 个 可 配 称 Be 过 程 。 它 是 不 断 的 当 且 仅 当 q 对 保守 、 n=m 
而 且 
(9.4.15) X, g7 =1, a€EA; S[1]4= NIr]4 


EA 

同时 成 立 , 反之 ， 在 4 等 价 意义 下 ， 每 一 个 可 配 称 Be 过 程 可 用 
这 种 方式 得 到 。 

证 (a) 必要 性 

RPA 是 可 配 称 Bs di. Tikite, uJ k (ED E 非 累 
装 的 。 我 们 证 明 ， 必 定 存在 G，N 和 8 满足 (9.4.8) — 〈9,4。 
19) , 

由 定理 (9.2,6) ， 每 一 个 可 配 称 Bo 过 程 必定 具有 该 定理 所 
给 的 形式 。 而 且 ， 相 应 的 总 (CE A) 必定 满足 预 解 条 件 、 范 条 件 
和 (9.2.7) 中 的 G) 一 Gii 。 今 固定 人 之 0 由 于 集 {(0) U 48: 
a€ Ay 的 凸 包 是 了 空间 中 的 紧 凸 集 ， 它 的 极点 可 以 记 作 {0}U 
(0, a CA). 由 Krein-Milman 定理 ,每 一 个 G€ A) 
TURR 

(9.4.16) £1= > gE 


aEA 


此 处 
g% 20, g7 = 1， Dor <1, a€ A, acA, = k, R 
aEd 
们 只 证 明了 (9.4.16 对 此 固定 的 4>0 成 立 ， 然 而 ， 在 (9.4. 
16) WALER d+ (4- u)P"i*(u)), ER (9.4.16) 对 于 一 
切 />0 成 立 。 


今 
AE, 


(9.4.17) n= mË _ “CA, b€A, >00 B Ë 
> mt 
tA 


关 0 易 见 21 mis 夫 0， 从 而 上 式 有 意义 。 由 上 式 知 > ntsi. 
b€A bea 
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利用 对 角 线 程序 ， 可 抽 子 列 hv->co， 使 


0<nt nt, D) ne=1, 
bEA 


根据 引 理 (6.2.7) dD, 
mü = > [s e+ Danid (st— ut |m 
EA céd 
= >) mume + D) [ze 5 micut me. 
ded 


edeA «EA 


+ 


Bre— > Mrdute 
sen 
` 
2 më 
771 


a6A, cEA, 





(9.4.18) S= 


则 
n = Xy nišufemp + 51 smp, 
ac A, bc4， 
在 人 he) 中 抽 子 列 (为 了 书写 方便 不 妨 仍 记 作 Q) 人 使 得 S 
收敛 于 某 极限 8。 往 证 8 是 有 限 的 。 事实 上 ， 若 存在 4€ A, f 
s“*=0, HJH (9.2.7) 。 G) 得 


ren >; m° 
b 
B77 — > miui, 
<lim ` 之 a 
ana Dm 
b 
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=Ss===0, c€ A, 
车 sr 天 0， 则 充分 大 的 各，ss 5 去 0。 对 于 这 样 的 4, 命 
t= — si /si*, b= a, 
此 时 
s/s 
2.2 mu 1-5 m'ur 
Dir >, m 
<. j 
因此 ， 我 们 可 从 子 列 人 4,} 再 抽 子 列 {4,}， 使 
(9.4.19) Eet 0, b+ 2 t<], TEA, 


baT 
如 果 s = oo, WE (9.4.18) 的 两 边 同 除 DL Sw, (足够 大 的 
A), HEU, Hah >o, E 
Ë= > mans Dte 51 mènt 
b cha b 


= > tet = > Dg zE 


ewa 


-D(L aE. 


€ c“ 


wR teg 心 之 1， 则 由 上 式 得 
Egey BE 


得 waal\ wa 
[et jas 
这 与 名 为 极点 相悖 。 我 们 已 经 证 得 
Dtreg r=1. 


Ezi 
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由 此 及 (9.4.19) ， 我 们 看 到 g 之 =1 对 每 c 关 0 成 立 。 进 而 ， 对 
c, gë =1. FE, WT5 e a flc, gs =0。 故 
名 = > 9 = i. 


. 





这 矛盾 于 H: aEA)} 非 累 丈 的 假设 。 至 此 ， 我 们 已 经 完全 证 明了 
S 是 有 限 的 。 
在 (9.4.18) 之 后 N, 的 表达 式 中 , 令 4 沿 伏 ) 趋 于 无 穷 
得 
(9.4.20) N= (NU,+S)M,= (NU,+ S)G M, 
JAM EM3JAx A 上 的 限制 。 往 证 矩阵 NU,+ S)G "ig, J 
证 此 和 矩阵 的 非 对 角 线 元 素 非 正 。 事实 上 ， 由 
DSi tr g 
>) mi Ws ul) g < + gr 
<0, q= e, KSh, 
知 
ENU, + SG 
(Dts g: 
= lim (Dm ) [Domi + = Smee Jg 
L not N 2 n n 
<0, a+ e, 
另 一 方面 ， (由 (9.4.20 ， 我 们 有 
DLNU,+S) GI (E) 


= D [NV+ SG u> min CE 
=u D nn E 
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un (E)>0, t€A, Ya =1, a8A, 


便 知 
ELENU, + NGF HEE) >0. 


RH, iE CONU, + 9G uE: a, e€ A) ARERR, MAT 
矩阵 (NU, + S)G tb af g, 
由 (9.4.20) 得 
M,= [(NU,+ S)G1-'N, 
从 而 
Mi=GM:= GL(NU, + S)G1-'N. 
此 即 是 (9.4.13) 。 
由 (9.4.17) 和 (9.4.18) 得 ， 如 果 c 关 a, M 
-st°= > nitus, 
d€A 
Fh >o, RIFE 
o> -si >N) n Tud. 
d&A 
此 处 “>>” 是 因为 0,co = 0。 如 果 U WE c 列 元 素 都 有 限 ， 则 上 
式 的 等 号 成 立 。 
在 定理 (9.4.1) 的 证 明 (c) 中 ， 我 们 已 经 证 明了 范 条 件 等 
价 于 
(9.4.21) Ma (Cr]a + Tall4a+ L414) <[11,, 420, 
特别 地 ， 我 们 有 
(9.4.22) Ji([r]4+Ui[I34+ [4A <[13z,12>0, 
反之 , 若 (9.4.2) 成 立 ， 在 上 式 两 边 左 乘 G， 便 得 (9.4.21), 
从 而 范 条 件 等 价 于 〈9.4.22) 。 但 这 又 等 价 于 
[CNU:+S)G]-NCr]4+ UL1]4+ [4 入 [1]7 
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或 

N(tfr]Ja+U,[114+ [AJ < (NU, + DGE, 

SG[1]7z>NCr]4+ U,G[114- G[1]2) + [44], 420, 
令 14~co 便 知 范 条 件 等 价 于 (9.4.11) 。 

至 于 不 断 性 ， 我 们 可 以 假定 q 对 保守 且 了 = 和。 此 时 [4]? = 
Coi. Am P(4) 不 断 当 且 仅 当 

(9.4.23) SG[1]z= N([rJ4 + Nilla- G[1J2)) 
现在 , 我 们 只 需 证 明 (9,4.15) 等 价 于 上 式 。 由 定理 (8.4.6) 和 (9。 
4.16) ， 我 们 看 到 (9.4.15) 的 第 一 式 必须 成 立 。 由 此 及 上 式 知 
第 二 式 也 必须 成 立 。 反 之 ， 若 (9.4.15) 成 立 ， 则 显然 上 式 也 成 
立 。 

最 后 ，M 的 对 称 性 等 价 于 M 的 对 称 性 是 明显 的 。 

(b) 充分 性 

范 条 件 和 M, 的 对 称 性 在 (O 中 已 经 证 明 。 故 我 们 只 需 再 
证 明 在 定理 的 条 件 下 矩阵 (NU + S)G IX, HEPA 满足 
预 解 条 件 。 

由 (9.4.10) ， 我 们 有 


= 2: Si g+ > 3 ner urege7 。 


aF 16A 
注意 g7?=0 a+ e) ， 我 们 得 到 
=: >) STe gei > > Ta utege 
>J n uig, a= e, 


这 说 明 (NU, + OG 的 非 对 角 线 元 素 非 正 。 另 一 方面 ， 由 (9.4, 
11) , (9.4.9) WU 的 对 角 线 元 素 是 正 的 这 一 事实 ， 我们 得 
到 
(NU, +S)G[1Jz = NU,GL1]z + SG[1]7 
ZNU,G[1]J3+ N[r]J4+ NU,([114 — G[1]2) = 
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= 和 UL1]4+ N[+rJj 42 NU,/[11 20, 
因而 《NU;+ S)G 是 可 逆 的 且 道 矩阵 非 负 。 
由 定理 (9.4.1) HERRIE, HEPA 满足 预 解 条 件 ， 
只 需 证 明 M, 满足 (9.4.6) 。 
M,U,-U)M, 
= GENU, + SGI- N (U, - UDGELONU, +S)G1-'N 
=GECNU, + S)GI- ENU, + S)G - 
~ (NU, + S)GILNU, +S)G1-'N 
= GENU, + DGIN - GLOU, + 9GI N 
=M,- M,. 1 


对 于 不 断 情形 ， 上 述 定理 可 以 叙述 得 更 为 简洁 ， 因 为 了 19" 
=1, a€ A， 从 而 TEA 


> Xii- DRE + DE 


EA “1 


= Sx Dyg D XE 


EA TEA Ter 


> |+ 22212 jä, 


“€4 “84 


令 
Xi= Xi: XXI r, TEA, 
“1 
WX GED 也 满足 本 章 开头 所 述 的 关于 Xi 的 条 件 。 另 一 方 
面 ， 由 
如 = 2) gË, aCA, 


TEA 


导出 
mit = >) gmis, a,b6€ A, 


eA 


再 由 Mi 的 对 称 性 得 





mà* = Digemm, a,bEA, 


TEA 
于 是 
¿= >) mieh 
EA 
=> m mF Dmi 
TEA ‘EA 
=D mi á + > (> ¿mi yä 
CeA EAER 
= m= [ni + 239: eni | 
CET Cea 
若 命 
Ws a Pb 
ni=ni+ Dogm, a€ 4， 
aE 
则 


73=| ude) Kix), a € A, 
也 满足 我 们 的 要 求 ， 并 且 了 (4) 可 表 成 
~ ~ 
PO, z, A =P 0, x, A)+ >) mX (x) iA). 
而 且 


Ds 


i= t= mii 


这 就 化 成 了 A= A, “R Gwatkakiywa: 因此 ， 不 失 一 般 
性 ， 可 取 G 为 单位 矩阵 。 由 此 不 难 证 明 ": 

(9.4.24) 定理 ¿2 djmZ = m<co, (@':a € AE le: 
a=1,2, =, M 的 任 一 不 交 划 分 。 和 任 取 人 44x 4 上 的 非 负 和 矩阵 M = 
=(m*) ， 使 

(9.4.25) X m*=1, aCA, 


bEA 


HER Ax A 上 的 有 限 和 矩阵 8= (Gs), 使 
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(9.4.26) co> - s> ymu, a+b, 


t€A 

(9.4.27) S[ll4= M[r]4， 

(9.4.28) MS*=SM'°, 
此 处 0co = 0， 而且, 若 U 的 第 b 列 的 元 素 全 都 有 限 ， 则 对 于 这 
个 b 和 一 切 a，〈9,4.26) 式 取 等 号 。 最 后 ， 取 

(9.4.29) M,= (MU,+ 8) 'M, 
那么 ， 由 上 式 所 定义 的 M, 和 (9.4.14) 所 定义 的 PC) 是 一 个 
不 断 的 可 配 称 Be 过程。 反之， 每 一 个 不 断 的 可 配 称 Be 过程 可 用 
这 种 方式 得 到 。 


8 9.5 唯一 性 ， 单 流出 或 双流 出 情形 


在 本 节 和 下 一 节 里 ,我 们 将 讨论 不 断 的 可 配 称 B 过 程 的 唯一 
性 问题 。 本 节 讨 论 单 流出 或 双流 出 情形 ， 同 时 也 为 下 一 节 研 究 一 
般 的 有 限 流出 情形 作 准 备 。 

由 于 定理 《9。3,1) ,我 们 可 以 并 将 假定 9 对 q(xX) — q (%, *) 
保守 ， 关 于 4E 2, 可 配 称 ，dim2，=m<co， 并 且 


o<|u da) xi) <o , a=1,2,--, m, 


(9.5.1) 定理 如 m=1， 则 在 4 等 价 意义 下 , 不 断 可 配 
称 B, 过 程 唯一 。 它 就 是 
(9.5.2) P A, x, A) = Prin Q, x, A) + X, (z) 


x [pavz oo /(1|u ay X. w). 


证 在 定理 (9.4.24) 中 取 4 为 单 点 集 . 我 们 看 到 M= (1) ， 
S=T 又 


tatrr= af m (dz) X (z) + aj m (dx) X° (x) 
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=m (E) = afud; (2), 
可 见 
m= Ga + r) "' -( [uay wy 1 
(9.5.3) 引 理 设 
P, £, A) = P=is (4, z, A) + [Xi (2) I MEA) IY, 
P a, æ, A) = Paia Q, £, A) + [X00 X MEAT 
是 两 个 可 配 称 Bs GB, WPO = P Q) 的 充 要 条 件 是 M,= M 
证 ”充分 性 平凡 。 往 证 必要 性 . 设 了 (4) = PA. A 
[X,G ° Mi — MD (n, CA) I 
A>0, LEE, AES, 
然后 使 用 定理 (9,2.6) 证 明 的 最 后 一 部 分 立 得 
M,= M,, 4>0. 
(9.5.4) 定理 设 dim2 ,= 2， 那 么 ,在 k 等 价 意 义 下 ， R 
者 只 存在 一 个 不 断 的 可 配 称 B 过 程 ， 或 者 有 无 穷 多 个 。 详 言 之 
G) WẸ ull= utt(= 42) = R # u” =u? (uw) = co, 
则 不 断 的 可 配 称 B, 过 程 唯一 
(也 在 其 余 情 况 下 ， 有 无 穷 多 个 不 断 的 可 配 称 Be 过 程 。 
证 (a) HEE (9.4.24) 知 ， 在 条 件 站 之 下 ， 每 一 个 不 断 
的 可 配 称 Be 过 程 必 定形 如 
P ü,z, A) = Pria Q, z, A) + X, Ga) m p (dx) X, (x) 
从 而 是 唯一 的 。 
(b) 此 时 有 五 种 情况 可 能 发 生 
a) U<; 
(2) wu!t= oo 但 w= u’ <o H u? <o; 
(3) u?= co B u?®=u" <o H uo; 
U) u?=u?=% {u =u <o; 
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G) u?=u =% {Hu <o H uoo, 
由 于 (2) 和 (3) 是 对 称 的 ， 从 而 只 需 讨 论 (1) 、 (2) 、(4) 
和 (5) 。 


U<, 
此 时 ， 我 们 有 
max {u+ u? ir, u+ 12 t 7) <oco, 
因而 存在 无 穷 多 个 m 使 得 
O<M< (U? +y +T, HUHU? +T) 
任 取 其 中 之 一 ， 并 命 
m!!= 1-m(u!2+ u? 41 T) 
WE 
x _ 1— m(u!i + ul: + r) 
m= u? +u? Ts 
m! m 
M= (z m adi 


容易 验证 M 满足 定理 〈9.4.1) 的 全 部 条 件 。 因而 我 们 得 到 一 个 
不 断 的 可 配 称 Ba 过 程 。 使 用 引 理 〈9.5.3) 易 证 ， 对 于 不 同 的 
m， 相 应 的 M, 是 不 同 的 .故我 们 构造 出 无 穷 多 个 不 断 的 可 配 称 


Bç 过 程 。 
(2) u!l= co, 但 2 = 221<co，?122<co。 
取 
~ Ss > 
由 假设 ，s*' 有 无 穷 多 种 取 法 ， 再 取 
s-r,- u? 


1" 
m'a — i 
2l +u- ru’? 


m?=1-m", m’ =0, m?=1, 

-s= m"u? + mtu, 

s =r -s?, s?=r, -3 
应 用 定理 (9.4.24) ， 不 难得 到 我 们 的 结论 。 
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(Ju! =u? = co IB ut = ut1<oo, 


取 
1 0 
M=(o 1), 
-s= -= s>u” x un, 
SH =T, +S, si*=r,+s, 
然后 应 用 定理 (9,4,24) 
(5) u? =u?! = co {H ut<co H u’ <o, 
取 
1 0 
M=( 小 
-sz —sti= sp>max aun, ut) ; 
Sllz+r,+38, Se=T+8, 
然 居 应 用 定理 (9,4,24). 
(9.5.5) 推论 ” 设 dim2s = 过 2. 如 果 存 在 两 个 Xi 和 XNE 
得 定理 的 条 件 (ii 满足 , 则 存在 无 穷 多 个 不 断 的 可 配 称 Be 过 程 。 


§ 9.6 唯一 性 ， 一 般 情形 


下 面 是 不 断 的 可 配 称 Ba 过 程 的 唯一 性 准则 。 

(9.6.1) 定理 BEE (9.3.1) 的 条 件 满足 . 则 在 上 等 价 
意义 下 ， 不 断 的 可 配 称 B 过 程 唯一 当 且 仅 当 下 述 两 条 件 同时 成 
X: 

G) MSi; 

GD mm 过 2， 但 对 于 (Xi, q=1,2,--,m) 的 任意 划分 

D Xu , 1S<k,<-.<k,<m, n<m 


tei 
X-X,- Xi 
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定义 _ 网 
u= fudo Kiaka, a,b=1,2, 
6, t Ü, Ato, 
都 有 LU 的 某 一 行 的 元 素 全 是 无 穷 。 
非 唯一 时 ， 必 定 有 无 穷 多 个 。 
证 m=0 的 情形 是 平凡 的 .m=1 时 见 定理 (9.5.1) 。 以 下 
i hn 宇 2, 如 条 件 ( 记 不 满足 ， 那 么 ， 由 推论 (9.5.5) 知 ， 必 定 
存在 无 穷 多 个 。 
反之 ,， 设 m 之 2， 且 不 断 的 可 配 称 B, 过 程 非 唯一 , 往 证 (这 
不 真 。m= 2 的 情形 见 定理 (9.5.4). 以 下 设 m>2。 我 们 已 经 
知道 ， 此 时 每 一 个 可 配 称 B, 过 程 形 如 
P, x, A) = Paia (4, z, A) + [X,12° M, Em], 
仍 记 
[Ë]; = Mini 
无 妨 设 ¿0 非 累 装 , 否 则 只 须 变动 一 下 记号 而 无 损 于 后 面 的 讨 
论 . 然 后 ， 由 定理 〈9.4.7) 的 证 明 及 卫 ()) 不断 的 素 实 知 ， 存 在 
随机 矩阵 G = (g*) ， 使 得 (D 可 通过 它 的 极点 表 出 。 即 存在 
(1,2,- m) 的 一 个 子 集 ， 无 妨 设 (1 2, n), naM, EA 


= Dig,  a=1,2 m, 
i-i 


其 中 
9220, g“=1, a= 1 2 n, 


"= 1， a=1,2,…,m,。 
如 果 n=1， HPO 又 可 表 成 
PQ, x, A) = Pria Q, x, A) + X, (%) mfp (dx) X, (2) 
但 这 种 形式 的 不 断 的 q 过 程 唯一 ， 故 由 非 唯 一 假定 ， 可 设 n22, 
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现在 ， 由 定理 〈9.4.24) 之 前 的 注解 知 ， 我 们 可 命 
= X: 5 xt" A a=1,2, n 


beni 

而 将 P4 表 成 Da z m 

P, 2, A) = Ps Q,z, A) + [X] Mm 
A ny 都 是 极点 .由 Xi 产生 矩阵 可 = G, a,b= 
1，2,… 。 我 们 说 ， EREU 的 每 一 行 、 每 一 列 至 多 只 有 一 个 无 
穷 元 。 否 E 例如 说 =22= co， 则 由 (9.4. 26) 知 ， % W M 
的 第 一 列 元 素 全 为 零 ,再 由 (9.4.29) M, EEM 的 第 一 行 、 第 
一 列 元 素 也 全 是 零 。 故 由 定理 (9.3,1) KIET I PA hE. 
是 为 矛盾 。 _ 

先 假定 口 有 无 穷 元 存在 ,无 妨 设 在 第 一 行 有 无 穷 元 。 分 两 种 
情况 : 

(a) Q= co, 

此 时 由 上 段 的 讨论 知 

u” <o, b=2,3,.,N 


从 而 
Duro 
bm2 
命 
Xi=Xi+ D>; X:, 
m2 Yi 
aia 
Xi= = xx: +> X 
mae 
g< 
=a Xi 
则 由 


Eee] hx 


contl 





= = Durr+ Sinu +D wa -g 


canti bez darti 


+ 5 gy ur a-g”) 


enti dengi 


15 I<, Ato. 
b=2 


Furco, > > ue<co, 
+: 


m>c>n+l baz 
1 


14 
> <o, 
m2d>n+l 

rat 

d, 
u“<oo, 

mə>:>n+1 m>d>n+l 

taet rdi>1 


从 而 
i 


mcPn+1 bez 
rz 


+ >D + D uy <o, 
eia "a mat 
这 样 ， 我 们 已 选 到 x RX, 使 得 UU 的 每 行 行 、 每 列 至 多 有 一 个 无 
穷 元 ， 故此 时 ( 访 不 成 立 。 
(b) U= co, k= 1. Zik k = 2, WJ 
Teo, b=1,3,4, e,n 
ERIRE, U= co， 从 而 
<o,  b=23, n." 
进而 


> > ë<. 
ei b= 
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Xi = XL+ Xi+ > 


met 
gl+E eam 
` 
è ¿X 
= DXi+ > X{=X,— Xi, 
nE m>d>n+1 23. 
rt aa 


则 由 


X D #-X X +T Dy gtg Dut 


e=; bmg emat! 


+ > Yupa - g - 95 


+ > eE u? Ka g” 一 g 
t E Dico, ito 
易 见 
i 


= m2O1+1 bm 了 


+ col 
2 


D Dur D D w)<e. 
CAD n e va 
故此 时 RRX. 
最 后 ， 如 果 U 有 限 ， 则 更 易 处 理 ,特别 ,可 同情 况 (a) — Ë 


XI XL (也 不 成 立 。 】 


59.7 补充 与 注 记 


在 侯 振 挺 等 〈 见 钱 、 候 等 [1]) 研究 了 可 配 称 生 灭 过 程 、 单 流 
出 过 程 的 基础 上 ， 笔 者 [3 研究 了 保守 有 限 流出 可 配 称 @ 过 程 。 
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一 般 有 限 流出 Q 过 程 的 构造 早已 由 Williams [1] 完 成 .但 在 他 们 
的 构造 中 ， 流 入 解 作 了 调整 ， 因 而 并 不 能 直接 用 于 我 们 的 情况 。 
之 后 , 陈 安 岳 [1J 研 究 了 有 限 流出 有限 非 保守 的 可 配 称 @ 过 程 。 由 
前 两 章 的 讨论 可 见 ， 非 保守 点 可 合并 成 流出 解 (这 种 想法 主要 来 
自 杨 向 群 [1]) ， 因 此 新 的 困难 主要 在 于 4 条件， 本 章 只 限于 Bo 
过 程 ， 因 而 非 保守 部 分 本 质 上 不 起 作用 。 郑 小 谷 [1] 把 这 些 结果 推 
广 到 抽象 空间 。 

本 章 主 要 取材 于 笔者 [3] 和 郑 [1]。 

不 断 的 可 配 称 q 过 程 的 一 般 的 唯一 性 是 至 今 尚未 解决 的 重要 
问题 。 从 定理 〈9,6.1) 已 经 看 到 ， 这 个 问题 依赖 于 可 配 称 过 
程 的 流出 边界 的 组 合 情 况 ,如果 能 够 证 明 (9.6.1) 的 条 件 GD ( 当 
m 之 2 时 必定 不 会 发 生 ， 则 问题 便 可 完满 地 解决 , 但 即便 对 于 双 
流出 情形 ， 也 还 属 未 知 ,从 这 个 角度 来 看 ， 也 许可 以 说 可 配 称 不 
Wr q 过 程 比 起 一 般 的 不 断 q 过 程 复杂 .有 趣 的 是 ， 虽 然 Williams 
[2] 解 决 了 全 瞬时 情形 的 Q 过 程 的 存在 性 问题 ， 但 他 却 未 能 解决 
全 瞬时 可 配 称 Q 过 程 的 存在 性 〈 见 Wiliams [2, 3])。 
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第 十 章 ”粒子 系统 的 可 逆 性 


在 前 三 章 里 ， 我 们 已 经 研究 了 关于 一 个 给 定 的 配 称 测度 ， 可 
配 称 q 过 程 的 存在 性 、 叭 一 性 及 构造 问题 ,自然 要 问 ， 对 于 给 定 
的 q 对 ， 如 何 寻 找 配 称 测度 ? 本 章 的 目的 之 一 就 是 讨论 这 个 问 
题 ， 即 引进 场 论 的 工具 ,然后 ， 我 们 将 应 用 这 一 工具 研究 两 种 基 
本 的 粒子 系统 一 一 自 旋 变相 过 程 和 排 它 过 程 的 可 逆 性 问题 以 及 可 
逆 测 度 〈 即 Gibbs 态 ) 的 构造 。 


$10.1 场 论 


ik E REIESE, T 是 一 指标 集 , 再 设 a, Tx Ex E— 
R=[- co, + co] 满 足 
G0.1.1) 基本 假设 
O 对 每 t€T#z,ZCE, rAr H 
co>a(t,z,2)>0; 
GD altt, x, D = 0 等 价 于 ， att, T2) =0。 
0.1.2) 定义 RET, TEE, EER. 称 在 时 刻 t， 区 直达 
%, wk alt, x, x%)>0; 记 作 > 称 在 时 刻 t， LTEN, 如 
果 存 在 中 的 x, x, e an, 使 得 
一 > 一 > — x" x 
并 记 作 x 一 tz Z. EM, p 
LG) = (8,89, e, C, ) 
HERA t JX z E XAR. 
记 
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由 = lalt, E: z,S€E), te T 
用 z (D 表示 在 时 刻 £; (D R 2 k. 28 Biz 323: 
x—> x<> zx—x, 
XX <> x tx. 
今 定 义 2 
(10.1.3) g(t,x,x)=loga(t,x,x)-—loga(t,%, z) 
如 X 一 >XZ5 
及 


0.1.4) PLH) =X) p, x”, xE), 


WL (t) = (X= x”, cea et =x) € zZ(b. 

再 记 (b= {p t,x, X: z, ZE 本， 此 处 当 % 不 能 在 时 刻 
直达 xX 时, p(t,z,x) 是 不 定 元 。 

(10.1.5) 定义 ” 称 四 元 组 (E,x (t), Z (t) ZET) 
为 一 个 场 , 以 后 也 简称 .x (bb (t€ T) 为 场 , 称 9 (L (t) ) HAA (t) 
沿路 工 (t) 所 做 的 功 。 

称 场 s 由 为 一 个 势 场 〈 也 称 OAB, WREE TxE 
上 的 实 值 函 数 >， 使 得 

10.1.6) Pt, x, 2 =v(t, > -= v(t,X), 

R, x— Z. 2 

即 场 w (D WE % 一 > 和 所 做 的 功 g (t,x, ETRE x 15 的 执 
之 差 。 此 时 , 称 VO = 也 ( 人 txz): LED GET) 为 势 场 . (b 
的 势 函数 。 

古典 势 场 的 基本 特征 是 路 径 无 关 性 。 ee 
如 果 对 每 一 闭路 工 (t) (BJ xX”=x"*9)， 我 们 有 p (L(t)) = 

为 了 给 出 势 场 的 判 准 ， 我 们 还 需 引 进 若 于 记号 。 任 aya = 
tET, 定 义 如 下 关系 “人 2”， 

(10.1.7) W xz, 2 € E ,zwX 当 且 仅 当 

xt x s * we Z. 
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容易 看 出 ,这 是 一 个 等 价 关 系 ,这 样 ,我 们 可 将 E 划 分 成 若干 等 价 类 
(E, (0): IED). H EDO , 任 取 参 考点 1 于 4i(t) EE H. 
RE, H LEE t) ,X 冯 41, 任 取 一 参考 路 径 
L(t,A1,X) = (Ai,x%, + x) 
并 置 
EEN ge , 42) =a (t, A Xa t, £, X?) a (t, 2,2), 
alt, X£, 4) =at, x, TH) gat, E, XD) ea (t,z%,2), 
从 现在 起 ， 我 们 将 固定 这 些 41(LED(t)) 和 工 (t,41,X)。 
下 述 概念 是 我 们 的 原始 目的 。 
(10.1.9) 定义 称 -w (是 可 配 称 的 ， 如 果 存 在 实 函数 族 
U(t) = {u(t,X)， XEE) (tET) 使 得 
(10。,1,10》 对 任何 t>0 和 XEE, u(t,X)>>0;_ 
(10.1.11) uG(t,z)a(t,x X = u, Dalt, Tr) 
tET, x, XEE, 
此 时 称 U (t) 299. (的 配 称 函 数 。 
至 此 ， 我 们 已 经 完成 了 必要 的 准备 。 下 面 是 场 论 的 基本 定理 。 
(10.1.12) 定理 下 述 各 项 断言 等 价 : 
G) ”w(t) 是 势 场 ， 
GH) ”w(t) 是 路 经 无 关 的 ， 
(HD r (t) 是 可 配 的 ; 
(Gv) 对 每 {ET,, IED(t) fa z, LEED, 我 们 有 
(10。1。 19) @, 4,2)a@, z, Dat, Z, AD 
= Cd 和 ab 2 Da (t,£, A). 
如 果 上 述 〈i ) — Gv) 之 一 成 立 , 则 4， TxE 一 >R 


11， 如 =i 
(10。1.14] 4G@, D=) R tET, xEE: (t) 


Eci (t, Ai. £) , mz A, 
a (t,x, AD) 


便 是 一 个 配 称 函 数 ， 而 且 -log 4 就 是 x OWS (函数 ) , 进 而 ， 
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如 果 叉 是 另 一 个 配 称 函 数 ， 则 对 每 一 个 JED ,存在 abb>0 
使 

A t, 2) = ar (0) £) y Zx€E;(D, 
最 后 ，. 由 是 一 个 势 场 当 且 仅 当 : H EEDE, OE 
E, O 上 的 限制 是 一 个 势 场 。 

证 (i) 一 > (站 ). 设 V 是 w(t) 的 一 个 势 而 

L(t) = (X= 2, zu, e, XesD= x) 

为 任 一 闭路 ， 则 


pL(t)) = Dot, CD， Xn) 
k= 


= [db x“) — vt, I 


k=0 
=v(t, xF) — -v(t, xX")=0,。 
(H)=>GO mrpr, BENZI t,e 不 能 直达 z, 
则 〈10.1.13) 是 平凡 的 。 今 假定 zx 一 >X. 对 于 我 们 已 选 定 的 路 
Ë L(t, 4, OML, AZ), BRDA 
pL(t, Ai, %)) + @ (t, z, Z) = gQ (L (t, 42), 
因而 由 (10.1.3) ， G0,1.4) 和 G0.1.8) 得 
É (Asa) .ab 区 区 | G G, Ce " 
a (t, x,4) alt, x, x) a (t, A,2) 
此 即 是 〈10.1.13) 。 ~ 
Gv) => Gi) 注意 当 X, z 不 属于 同一 个 1(t) 时 ， 
alt, £, X) = a@,Z,z) = 0, 
由 此 事实 和 (10,1.13), (10.1.14) BD 4 是 .w (t) 的 配 称 函数 
dii => (i) 设 (w(t,x)) 是 任 一 配 称 函 数 , 取 
v(t,X) = —logu(t,x), tET, XEE, 
则 由 (10.1.11) Z (10.1.6). 
至 此 ， 我 们 已 证 明定 理 的 主要 部 分 ,余下 部 分 是 容易 的 。】 
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(10.1.15) 定义 称 势 场 .x 人 提 是 保守 场 ， 如 果 .o ORS 
t 无 关 的 势 , 称 这 种 势 函 数 为 保守 势 。 
容易 证 明 
(10.1.16) 定理 如 果 儿 (t) 与 tT 无 关 并 且 .x (t) 是 一 个 
保守 场 ， 则 每 一 个 保守 势必 定形 如 
v(x) = ~logA(t, x) +c (G), XEE, IED, 
其 中 cl 为 Ei 上 的 任 一 函数 ，t 为 任 一 固定 的 T 中 元 。 
0.1.1 定义 和 记号 
设 S 为 任 一 非 空 集 ，9 表 S 的 子 集 的 全 体 ，91 表 S 的 有 限 
子 集 的 全 体 , 对 每 WES, 设 E, 是 非 空 集 ,并 记 避 = I[E. 如 基本 
LJ 


假设 〈10.1.1) 成 立 ， 那 么 我 们 可 以 定义 一 个 场 E, (t), 
2 人 由，29 由 )。 称 之 为 积 场 。 
称 积 场 f(t) 具 有 局 部 特征 。 如 果 对 一 切 +ET， 只 要 
x—, 就 有 
(10.1,18) UES: zGD #ZQ0)C r, 
Sit AEF, z€ [TE.. 以 
ESSA 


ID={at, x, Tx, K€ [[E.x {2)} 


“€A 


表 场 x (t) te [| E (2) LOR. 38 pana X 21 OMI O. 
veEA 
a [Ex (2), 210), 220), IZ) 《简单 地 ，. i) 


“A 


为 w(t) 的 局 部 场 .一 个 积 场 称 为 局 部 势 场 ， 如 果 对 一 切 AEI, 
z€][ E, IC E— 4836, 


k€S=A 
(10.1.19) 定理 ”一 个 具有 局 部 特征 的 积 场 .wx (t) 成 为 势 场 
的 充 要 条 件 是 它 是 一 个 局 部 势 场 。 
证 必要 性 设 w (t) 有 势 V, MJ V # Tx ([[E,. <DE 
sEA 
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的 限制 是 .v4(t) 的 势 . 故 .x (t) 是 局 部 势 场 。 
充分 性 ”我 们 只 需 证 明 .x (t) 是 路 径 无 关 的 。 设 
LC) = (X= X, XV, x), xet = x)€ # C) 
是 任 一 闭路 ， 则 由 〈10.1.18) Xl 
A=U UES; LOU FN E.G1。 
keo 


WZ= ksa (H z # [| E. LORD WLOBES iOH% 
sESSA 


闭路 .由 于 场 Y(t) 沿 L(t) 所 做 的 功 与 场 aO LO KB) 功 
RŽ, MEOR, Wp (L(t)) = 0。 l 

作为 基本 定理 的 简单 的 应 用 ， 我 们 有 

(10.1.20) 推论 ERQE EURA, MFR AER 

SF) 总 是 可 配 称 的 。 

证 因为 可 配 称 性 与 对 角 线 元 素 无 关 ， 因 而 保守 或 非 保守 是 
无 关 重 要 的 ,又 因 生 灭 @ 和 矩阵 的 每 一 条 闭路 都 是 往返 路 ,而 场 沿 
这 种 闭路 所 做 的 功 恒 为 零 。 1 

在 以 下 三 节 里 ， 我 们 将 把 本 节 的 结果 应 用 于 各 种 特殊 的 情 
形 。 


$10.2 格子 场 
先 看 有 限 维 单位 方 体 的 有 势 性 判 准 
(10.2.1) 引 理 设 S={u, =, un}, E= (0, 1)5, 
定义 
x(u), 如 uso 
sW) {i zw, 如 U=2 ” 
XEE, u, vES, 
取 
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aaoh?” 各 z=， 
= 0, I zz, x, 
那么 场 w = {a(x,X) : x，XEE} 成 为 势 场 的 充 要 条 件 是 下 述 四 
边 形 条 件 : 
《10.2.2) a(Q@,.2)a(.X,uoX)G(o2X, vX) A (vX, X) 
= G (Q eX) G (¿2 vu) G luuks uX) G (2, X) 
UVES, XEE 
成 立 。 此 处 wz = ulk). 
证 条 件 显然 是 必要 的 ,为 证 充分 性 ， 定 义 巨 到 自身 的 变换 
ÁG): 
Xe (u) = z, XEE, UES, 
这 样 ， 对 于 每 一 条 路 工 = G= x), xO), e, X, E 存在 
(uo < WES, EA 
KH = xÉ (u,) Š (u,) -É G) 
muk i Z, ISKN, 
在 下 面 的 证 明 中 ， 我 们 也 将 把 xÉ (Ww,)…6 (Wr) 视 作 为 路 工 ， 它 以 
% 为 起 点 ! 同时 ， 我 们 将 5 U) 视 为 一 节 路 ，X 人 D>x 。 
H 〈10.1.4) 得 
G0.2,3) 2(XE(CLD (Un)) 
= 9 (XG (u) (GUN) +P (LEE (Uks) E (Un)) s 
1<k<n-1, 
使 用 上 述 记号 ， 我 们 可 把 00.22 改写 成 
G0.2,4) 9 (XE (WE CV)) =p @ (0) É GO), 
XEE, uvES, UV, 
显然 
(10.2,5) YXEWU) EW) =0, XEE, uES, 
我 们 需要 证 明 ， 对 于 一 切 闭 路 工 = CT i x) 5 
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(10.2.6)  p(xé (UD EU) (uo) =0. 
由 于 每 一 条 闭路 必 由 偶 数 节 组 成 ， 因 此 ?= 2002，2?7t 为 E 整 
数 。 我 们 对 m 使 用 归纳 法 。 当 和 ma= 工 时 ，?2Wi =u, Hek (10.2.6) 
退化 为 〈10.2.5) 。 假 定 (10.2.6) 3 n=2(m- 1) BA. I 
么 ,对 于 n=2m， 必 有 k: 2<k<n, 使 得 
Us=Uy WU 2<1<k-1, 
使 用 〈10.2.3) 和 (10.2,4) ， 得 
P (XÉ (U,) -É (Un)) 
= p (XE (u) È (U2) ) + P (Cupu, X) É (U3) -É (Un) ) 
= P (XE (U1) É (U1) ) +P ( Curu, X) É (Us) +È (Un) ) 
P (XE (U1) ) +P (Cu, X) E (u) É (Ua) +: É (Un) ) 
类 似 地 ， 反 复 使 用 〈10。2,3) 和 (10.2.4) ,并 注意 (10.2.5) > 
得 
@ (XE (UD) -Ê (Un) ) 
= P (XE (U3) ) + PC Cu, X) Š (u,)) + p (G, ,2) CU) C G) ee 
Š (ua)) 
= PØ (XE (u,) È (Us) ) + P (lupua) É (U1) E (u) Ë (Un) ) 


= Q (XË (u) (Uk-1)) + p Clup TE (U1) È G) 
Ê (un) ) 
= P (xŠ (u) É (Ur -1)) +P C Cup ous) (U1) È (Ua) ) 
+ (Gaga =u) È (Ungi) Ê (Un) ) 
= P (XÉ (u) -É Ga) É (Uksi) (Un) ) 
=0. ] 
下 面 讨论 一 般 的 格子 场 。 
(10.2.7) 定义 取 E= (0,; 圭 1; 土 %,…) , Ex 28 E, HN 
EBR. x = (a(e,e'): eye' € Es) 称 为 格子 场 ， 如 果 
q(e,e')>0, e! € F,, e€ Es 
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a(e,e')=0, e’ ¢Fe, e€ En 
此 处 e= (sesin), M 

Fe= (ia Š= +1,1<k <N) 

.G0.2.8) 定理 格子 场 .x 成 为 势 场 当 且 仅 当 下 述 四 边 形 
条 件 

a(e,e")a(e",e")a(e",e”)a(e”,e) 
=a(e,es)a(er,es")a(es,e")a(e', e), 
u, uC {1,2 N}, e€ Ens 


ew), Wuv, 

e@)+1, 如 w=v。 

而 ew= (@)", 此外， 如 7 EHD, MY mg Clog re 
eCEn) : 


e" (v) -Í 


N ik š P 
m= II IT -ee een _ 


, 
iw, msira? G(ék, Chk t-sia) 


eEEN。 
其 中 
eo=elo= (00s *30)5 
ely sigadil) = (sign (i),0,.…, 0); 
eis 2siendin = (2 Sign (i), 0s +30) 3 


eu isigati ) = G, -sign (i) s00) $ 
eiF Ciis 0*0) = e2535 

ers sigadp = (bs Sign (i,), 0930) 3 

ers sigap = (is 2 Sign (i,), 0, +t 0) 5 


easi, = (irs irs 0*3 0) = C33 08 
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eyin = Gilg) = e, 
而 zi, 是 任意 常数 。 
证 (a) 条 件 显然 是 必要 的 . 往 证 充分 性 . 我 们 只 需 
W: 对 于 每 一 闲 路 工 = (e,e1,…,en,e) , oL) =0. 无 妨 设 e， 
ests en 互 不 相同 。 一 般 情形 可 归结 为 这 种 情形 。 记 工 的 长 度 
( 按 欧 氏 距 离 》 为 I。 当然 有 1 宇 4。 如 果 1= 4， 则 由 四 边 形 条 件 
立 知 9(L) =0。 因此， 我 们 可 设 之 4。 如 果 含 于 N 维 闭 方 体内 ， 
则 由 引 理 (10.2.1) 知 p (D) = 0。 这 样 , 我们 只 需 考虑 不 能 为 N 维 
闭 方 体 所 包 的 工 ， 而 且 它 的 长 度 >4。 对 于 这 样 的 工 ， 必 定 存 在 一 
个 二 维 平面 (如 N23) 或 直线 (如 入 = 2) Z， 它 将 工分 成 两 部 
分 。 从 e 出 发 ， 用 es 表示 沿 工 首 次 到 达 2Z 的 点 。 然后 沿 着 工 继 
续 往 前 走 ， 我 们 将 在 某 点 离开 Z。 用 er >k) 表示 离开 名 后 首 
次 回 到 Z 的 位 置 。 那么 ，es 和 ei 把 工分 割 成 两 部 分 ， 一 部 分 是 
Li= (eyely…3eh) , L,= (ét C1819"'*» Ens), 
另 一 部 分 是 
Ls= (eby elsly "3C1) 。 
存 Z 内 ， 我 们 取 从 es 到 er 的 任 一 条 最 短 的 路 径 ， 记 之 为 
L,= (ek, elyeiy…yeibel) 。 
我 们 断定 (表示 ,的 长 度 ， 余 类 推 ) >L. YZE, WRM 
用 工 :表示 L, 到 Z 上 的 投影 ， 则 显然 8 L<. A W hL>L>hu. 
类 似 地 可 证 1+1,>l,。 置 
Ls= (eye tty Chy C1» C39 tty Eis Cls C1#19 "5 Ene) , 
L,= (hy Ekzis tts el esyer-iy yelyeEh) ` 
MJ IL, L<1, ME p = (Ls) + p(Le) 。 由 此 及 归纳 假 设立 知 
p(L)=0. 
(b) 为 证 明 第 二 项 断言 ， 对 于 每 一 个 eE Ex， 我 们 取 一 条 
A e, F| e brg 


357 





Lo= (ev= C0 Csiga (i) Ga sd, "s Citas 
Czsigadia)s U Caia ? Cu = e) 
并 令 
区 N h I 
alese)= H II aceorsemeos er)» 
ak》 
A N ik 
alese) = [I TI aq(ekpbeki-sitadD》。 


km lesiant p) 


然后 使 用 定理 (10.1.12). 1 


$10.3 BREH 


取 呈 = (0，co) ， 了 为 任 一 可 数 集 。 设 P(t)= Pub: j j + 
EE) G20) 为 一 跳 过 程 。 取 
at, =P (b, t>0, i, j€ E. 
注意 Pu(t) = 0 W FE 成 立 当 且 仅 当 它 对 于 一 切 t>0 成 立 。 
因而 多 (t)，D(t) 和 E(t) 均 与 >0 X. 

(10,3。.1) 定义 设 P(t) 是 零 同 的 。 即 满足 (10.1.1) G), 
那么 ， 由 《10,1,5》 所 定义 的 场 (E,P(t), Y(t))《 简 单 地 ， 
P(t)) 称 为 链 场 。 

(10.3.2) 引 理 ”如 果 链 场 P( 纪 是 既 约 的 ， 

Pij(t) >0, i, JEE, t>0 
且 可 配 称 ， 则 它 必 有 保守 势 《- log%:(1): iEE), 此 处 AD: 
ic E) 的 定义 见 〈10.1.14) . 进而， P(t) 的 任 一 势必 为 
u(t) = -loghi(l) + ， 
wH H T LAE- ES. 
证 如 果品 (是 一 个 势 场 ， 则 由 《10,1,14) 所 定义 的 函数 
Ut: ED 是 一 个 配 称 函 数 ， 即 
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UPO =OP, t>0, i,i€E, 


A (D Put) = DA GD Pis (0) Pri (t) 


i€eE 
=> Pr (O ht) Pu (b =; (t) Psi(2t) , 
k 
由 归纳 法 ， 可 证 
ut) Pu mb = 1, (t) Pi (mt), m>, 

注意 14 (O =1, P ( 的 可 配 称 性 及 P 从 的 不 可 约 性 ， 我 们 有 

umt) = (b) = Pat) / PaO, 
从 而 

A (m)=kO0) =P, a/u, mna, 


综合 以 上 两 式 得 
hb) = 40), t>0. 
今 设 4 的 为 卫 ( 的 的 任 一 势 函数 ， 则 
ui (t) — u, (t) = — log 1,(t) + log 4 4(t) 

= — log 4; (t) = -log 4: (1). 
Ww =u, (t) ， 便 得 引 理 断 言 。】 

(10.3.3) 定理 链 场 P(t) 为 势 场 当 且 仅 当 它 是 保守 H. 
此 时 ， 一切 势 函 数 形 如 

ui (t) = -log hi(1) +wilt), ¿€ Ei, € D, 

此 处 Qh GO); iEE) 由 (10.1.14) 所 定义 ， 而 WCGED) 是 卫 上 
的 任 一 函数 。 

证 由 定理 (10.1.12) 和 引 理 G0.3.2) 易 得 。 1 


$10.4 某 些 速度 函数 的 有 势 性 
本 节 研 究 两 种 可 数 维 积 场 的 有 势 性 。 
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(10.4.1) 定义 设 S 是 一 可 数 集 ， 百 = (0, 15. mb 
C(u, (X)(uES, XEE) 和 ce(u,v, z) (u,vES, XEE) 满足 

G) cl(u, Xx) >0, uES, XEE, 

Gi) c(u,v,X)>0, u,vES, uv XEE, 


x(u) = x (0), 
置 ~ 
~ 3 Zx x= z, 
(10。4.2) q. G, X) = ES nms 
0 s MEEL, zx, 
a C(U, VX), 如 = ant 
Go43) qx, 2 = [ Tas 
， Ñx Om, Z 
此 处 


(00), W WEU V, 
Cum) (w) = xw), 如 也 =1 
xu), mw=v, 
AR Q,= (q, (x, 2), EEE) M= X) , x, X € 
E) 为 自 旋 变相 速度 函数 场 和 排 它 速度 函数 场 。 
《10.4.4) 定理 
G) Q@: 是 势 场 的 充 要 条 件 是 下 述 四 边 形 条 件 
CUsX) CV, X) C (Us O X)C (Vs , X) 
= C (V, X) C (Us vX) C (V, v, X) C (u, X) 
对 任何 的 如 ZES 和 LEERY, 
Gi) Q, 是 势 场 的 充 要 条 件 是 下 述 三 角形 条 件 
C (u, D, 2) C (D, Ws 00,0) £) C QD, Us (wy X) 
= C (Us W, X) C (W, Us ww) X) C (Vs Us (e, 62) 
对 任何 WVv,wES 和 XE 成 立 。 
证 由 (10.2.1) 和 (10.1.19) 立 得 G) . 往 证 Gj 。 
类 似 于 〈10.2.1) 的 证 法 ， 我 们 引 进 如 下 记号 ， 如 & 关 2 且 X Uu) 
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+x), ， 则 记 
XE (U, V) = 52, 
但 这 里 的 (u,v) 并 非 E 到 自身 的 变换 ， 因 为 它 只 定义 在 {XE 
五 ，X (2) +x) E. 我们 也 用 
XE (Uis V1) E (Uns Va) 
表示 由 起 点 x= xO LH = LEDE UV) SKN) 组 成 的 
路 工 = (xs, x, e, L), WEU vH LEk 
节 路 径 。 使 用 这 些 记号 ， 我 们 可 把 三 角形 条 件 改写 成 
(10.4.5) (XE (uD E,Ww)) = p (Xt (u,10)), 
u,v w 互 不 相同 ,，X G) +x W) = xw) 
此 外 ， 显 然 有 5 (2) =w, 及 
(10.4.6) g(xE (u,v)E ,1) = 0, 
UVES, u#u, =€ E, x(u) #z (9) 
(10.4.7) 9 (XE (u, 0) b Cins Da) ) 
=P (XE (u, n) É GQ Va) ) 
HPE Qa, Vrsi) É Uns Vn) ) 
我 们 先 证 
(10.4.8) P(E (uv) E(u,,9,)) 
= P (XE (Us Va) Š G, 01)) 
Us Vis u, D, 互 不 相同 ， 
XU FX), i= 1 2 
不 失 一 般 性 ,我们 可 设 X(W) =x(u,)#zx(0)= 20), 于 是 
Xt (Wi,Vs) 有 意义 ,注意 
KE U1 DE (Was V) E (Ui V) EUV) = z, 
KE Us DIE (u, DIE UV) = oo) 和 
mE, 由 10.4.7), (10.4.6) 和 (10.4.5) 得 
P (XE Gu V1) É (Uas V2) É (Us VE Cu,, v0)) 
= P (XE Uis DOE (Urs Va) E Uis DE Uas DIE Cu, VDE (is v0,)) 
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= p (x$ (u u) É (u, v2) Eu,01)) 
+ Ps IKE Uas V) Es V2)) 
+P Cla, o WED) > 
=P (XE Cu, V1) É (u, u). (W101)) 
+o (C09 XE u) 
+ Capo pX) lU) 
= P(X CUr VE Us V) EU V) EUs, V1)) 
HOC u,v XE (usu), 
实际 上 ， 最 后 三 步 只 是 使 用 (10.4.5) K ElV) EUV) 化 
为 6 (ws,01)。 反 复 使 用 这 一 技巧 ， 上 式 右 方 
= (XE (Uss V) E Us VL VW) + Ps oI XU | uD) 
= (XE (Urs V1) (u, 0) + Peon E (W192)) 
= PXE (U1 V:)) + P (Cis, v 02) Š (Uir V:)) 
= PXE U,V) 6 V2)) = 0, 
故 〈10.4.8) 成 立 。 
三 角形 条 件 10.4.5) 显然 是 必要 的 。 往 证 这 个 条 件 也 是 充 
分 的 。 为 此 ， 我 们 只 需 证 ， 对 于 每 -~ 条 闭路 
工 = q, e, x™) 
= XEU V) É CUm Da) , 
我 们 有 
(10.4.9) p(xE (U,V) S Cus, Va)) = 0, 
我 们 对 7 使 用 归纳 法 。 当 n=2 时 ，(10.4.9) 化 为 (10.4.6)。 
当 n=3 时 , H (10.4.7) ， (10.4.9) 也 化 为 G0.4.6) 。 假 
定 上 式 对 一 切 n<m 成 立 。 往 证 它 对 n=m 也 成 立 。 
由 于 工 是 闲 路 ,每 一 个 wh 和 Vi 《1<k<m) 必定 出 现 偶数 
次 。 这样， 必定 存在 k，2<k<m 使 得 
《10.4.10) {wv} N {uv} 中 , 
{usv} N {wv1)} = $, 2<1<k-1. 
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由 于 (ww 2) = (v,4W)， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 
(10.4.11) u,=uk, 
Wm k= riula), MA G0.4.7) 和 (10.4.8) 得 
PXE (Uz, V1) -E (Ums Vm)) 
= (XE Gu V1) É (Uz: V2) D) + PC XE Gu V) É Um Vn) ) 
= PKE (Uas D) É (U, DD) + p (XÉ (Uas Va) +É (Ums Vm) ) 
= p(%Š Go, V2) É U1 D1)E (Uss Va) É (Ums Vm) ) 
反复 使 用 (0.4.7) 和 (10.4.8) ， 得 
(10.4。12) @(zwÁ Gu) Š (Ums Vm)) 
= 9 (XÉ (Uas V2) Ë (Uk Da- i) Š G V1) 6 (Uns VA 
Ê (Un Vm)) 。 
下 面 分 两 种 情况 , 先 考虑 WwW= yu。 此 时 由 《10.4.11 ) 和 
G0.4.6) ， 上 式 的 右 方 ( 简 记 X= XE (Urs Va) E CUn-is Vh-i)) 
=p (XE (UV) É Uk- Vk-1)) 
+ PRE (U9 bD (Unva) 
+ PLOE Qa DA+D É Um Vn) ) 
= P (XE (Uz V2) É (Un~ Vr-1)) 
+ XHE (Ukr Vre) Š Uns Dn)) 
= PXE G) É (Unis Vra) JE Ukts Vht) Cu, Va )。 
因此 ， 由 假设 (10.4.9) 对 n=m-2 成 立 知 它 对 n=m 也 成 
立 。 
Hk, 设 吕 天 Vh。 然 后 由 (10.4.11) 和 0.4.6), RN 
看 到 ， (10.4.12》 的 右 方 
. = 0(%Š (Ur 22 和 (UVh-D) 
+ PXE Gu) É Gas0D) 
+ pG Qasa) Š CUm Dm)) 
= PCXÊCU, V2) Ê (Uki Dk-i)) + PXE (D, Dk) ) 
+ PXOE Gk 15 Dk+ 1) E CUm Dm) ) 
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= XE (u, Va) E CUk-19Vh-1) Š (D 5 VEE (Ursis DA 
eÉ ms Om) ) , 
因此 ， 由 假设 G0.4.9) 对 n=m-1 成 立 知 它 对 n=m 也 成 
立 5 l 


$10.5 自 旋 变相 过 程 和 排 它 过 程 的 可 逆 性 


考虑 由 〈10.4.1) 所 定义 的 函数 。 补 充 假定 
(10.5.1) clu,*),c(u,v,*) € #(E),u,o CS, 
此 处 8(E) 为 上 的 连续 函数 的 全 体 ,我 们 赋 玉 = (0,1)5 予 乘积 拓 
扑 , 它 是 紧 空 间 , 因 而 连续 函数 必定 有 界 .我 们 将 分 别称 c (wu,*) 和 
c(u,u,*) 为 自 旋 变相 过 程 和 排 它 过 程 的 速度 函数 。 它 们 分 别 决 
定 算 子 
Qf (x) = > Ef aUL) -f(x)], 


res 


Qf = >) c@u,u,z) [f (a... 2) -f G 1, 
“ES 


XEE, f€ 2(E)C#(E), 
在 某 些 条 件 下 ，9。( 相 应 地 ，2.。) 是 自 旋 变 相 过 程 (相应 地， 
排 它 过 程 ) 的 毋 元 C W Griffeath[1]，Liggett[3], Stroock[1] 
RETEN. 
本 节 的 目的 是 研究 这 两 个 算 子 可 逆 的 条 件 以 及 可 逆 测 度 的 构 
造 。 由 第 七 章 的 讨论 可 以 看 出 ， 过 程 的 可 逆 性 等 价 于 半 群 的 可 道 
性 ， 后 者 又 等 价 于 其 毋 元 的 可 着 性 。 于 此 ， 可 逆 性 当然 意味 着 


fiwa g(x) u (dx) = [owa tay nds) 


对 一 切 了 ,gE8 (E) 成 立 。 其 中 上 为 概率 测度 。 
我 们 的 基本 路 子 是 先 研 究 Gibbs 态 的 构造 ， 它 有 重要 的 物理 
背景 。 然 后 证 明 Gibbs 态 集 重合 于 可 着 测度 集 . 这 样 ,我 们 也 给 出 
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了 可 逆 测 度 集 的 构造 我 们 将 会 看 到 , 在 这 里 , 场 论 起 着 重要 作用 ， 
(10.5.2) 38 
O 设 {c(w x) } 满 足 正 性 〈 见 (10.4.1) 》 、 连 续 性 ( 见 (10。 
5.1)) 和 四 边 形 条 件 ,V 为 @; 的 任 一 势 .对 于 每 AC Z; 和 x€ E, 
(10.5,3) fiG)=expV(2)/3] exp V (YX xs- 


EE(A) 
此 处 五 (4) = {0,1}4, xa X x 7E{0,1)4 上 的 限制 。 那 么 ，{f4; 
AE 91} 与 V 的 选择 无 关 ， 而 且 
(10.5.4) 0<f € z(E); 


(10.5.5) 2 fi (wx x. )=1, EE; 


wEE(A) 


(10.5.6) ”对 每 AC AC Z; fn z€E, 
fi = 站 人 >l wx zx) 


wEB(A) 
后 一 条 件 称 为 相 容 性 。 

G) 设 {c( 2 x) } 满 足 正 性 、 连 续 性 和 三 角形 条 件 。V 为 
Q@。 的 任 一 势 。 对 每 4€ I, ke Z,=(0,1,2,--), k<| Alq A! 
表 集合 4 的 势 ) 和 YEE(A)， 定义 

(10.5.7) fé(ux z) = Iepa G)exp V (yx 2) / 


>: exp V (wx 2), 


wEB (4) 
k 


其 中 
Ex(A) = [ewn 1yl= 5 yw =k). 


“Ed 
WA, ff 5 V 的 选 法 无 关 ， 而 且 
(10.5.8) 0</féC€ Z(E). # x, EEC , WJ 
ft (x) >08 
(10.5.9) ”对 每 ZEE(S- /1)， 
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5; ftQpx2)=1 


wez; (4) 


(10.5.10) 对 每 AC 482, 0<K<I Al, PEE, 
EE (4- A 和 ZEB(S - Ñ) ， 我 们 也 有 相 客 性 ， 
ax X Z)=fk GX X2)5] yx Z) 


r€, [4 


~n 证 (a) 参考 点 41 (ED) , 参考 路 经 L(x) 和 相应 的 
qs, qe, A 等 的 定义 见 $ 10.1。 G) 和 Gi) 的 第 一 项 断言 是 因 
为 如 下 事实 ， 设 和 了 /是 任意 的 两 个 势 ， 则 由 〈1l0.1,12) 知 
V(a) = V! (x) + cl，XEEI，IED， 
(b) 往 证 (10.5.4》〉. 在 (LD) 中 任 取 y", 对 每 wEE(A)， 
ER{Y y”, YCE, E 
jiye |- | gee | |=1, s=0, 1, =, k, =w 
并 定义 
(10。5.11) QY X Xss, WX Ksm) 
=Q (YX Lsas YX Xs, ) Q (YPX Lomas 
YHX Koms ) qi(wx Komas YX Lema) 
=q,G*Ux Keaa YHX Loma q GU X Xss 
YOX Lswa) s 
xEE, 
这 样 ， 对 于 EE, (YX Xims YX Xss st, gtx Kowa ) 
OEA y Sw) ESRA YOX Esma P YTX Esna 的 路 。 由 
基本 定理 (10.1.12 ， 我 们 得 到 


(YX Lema s X) 
qy x as >; XEE, 


ACX) = AG X Lema ) Q E, YX Xsan 


由 此 及 (a) 得 


4 q, G° 'x Xs a +, 2) 
PO = GG Wx ma) 
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“q: (YIX Xse4y20XXse4) 
wesa Q: GD X Z;_ y Y? X X; )? 
xEE, 
HF oelu, Eg (E) ， 可 见 
QEY X Ce)swa WX C) sma ) EF (E(S—/)), 
qiWX (e) swa Y? X C) sw) EF (E(S—A)), 
从 而 
(10.5.12) f4(wx e) EZ (E(S—4)), WEE(A), 
车 
E3x™—>x, m>, 
MEM, #4 m>M h, 《X44=X4， 因 而 
SA) — FEX) = f4GG I x (E) smg ) — FAX), 
故 由 (10.5.12) 知 
faxm) fia), 34 TTX, ] 
(e) (10.5.5) 是 平凡 的 。 往 证 (10.5.6) , 注意 ú AC 
JES, W, 
(WX X sat) sa = Z= 7, t0CE(A) 。 
于 是 由 (G) 及 FUELH 
FOS, fE WX ass.) 


wEE(A) 

5 exp V (x) exp V (WX X. ) 
DBD) exp V (Yx Esus Verw D) exp V (W xx s1) 
YeBC4) wEB 

á exp V (2) 

D exp V Go” xx ss) 


w'€F(A) 





=f a). 
(d) 其 次 ， 证 明 (10.5.8) 在 EA HERBY 点 奶 ， 对 
F WEED , 1E HY., YP, e, Y) Er (A) E 
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1y” |=k, 1<s<n, 
| G: FIO Ayt WY =2,0<s<n+1, 
yY =Y, yw 40, 
并 定义 
C q.Gh xz, x 2) = q. (Yi X Z, YIX 2) ge (YX Z, WX 2), 
Qe(WXZ, PX Z) =q.GDXx z, YPX) ge (U xz, 
Yh xX 2), 
zEE(S- A). 
显然 对 每 ?EE(S-A), Ghx z, UX Z, UX 2, XZ) 是 
从 YhXzZ 到 WX 的 一 条 路 。 再 定义 


ge (YX Z, YX 2) 
KG -入 (XZ X ° 


于 是 ， 对 于 每 AC, k 0O0<k<| A D, YEE) 和 ZzEE(S- A, 
我 们 有 


PROE Q .Ghx Z, Yx Z) 
GD = Is, w (EMD Kub. 


现在 ， 使 用 〈b) 的 证 法 易 得 105.8). 

(e) 由 了 敌 的 定义 并 仿 〈c) 的 证 法 易 得 (10.5.10) 。 1 

对 每 ACS, H F(A) REM) 上 的 Borelo 代 数 ， 并 记 

F(A) =F (A) XE-A). 

10.5.13) 定义 五 上 的 概率 测度 的 全 体 记 作 PE). 

O 称 AE.9 HAF (c Gi, x) H Gibbs 态 , 如 果 对 于 每 AG 
Ft, USE(A), 

UUU x E(S- A| F (S- A) =f4Gx 6)s4), 一 2.e。 
全 体 Gibbs 态 之 集 记 作 Fıs 

GD 称 wE5 JKF (c (u,u, 2108383 Gibbs 态 ， 如 果 对 
E AEFI YEE), 

LABU) X E(S- 4] x (S- A) = fio UX Osaa)» 
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H—Q.e. 
此 处 
a(S- A) = 0 Er (A) < ES- A,0<k<| Al; F (S- Ay 
全 体 典型 Gibbs 态 之 集 记 作 Ze, 
《10.5.14) ”记号 
G) 以 多 ,4 表示 下 述 测度 在 弱 拓扑 之 下 的 闭 凸 包 
Ha (F)= 2) fiGx2), FEF = Z(E), ZEE- A, 


ERD) 
AES, 
此 处 
F(2) = {YEE(A): yx ZEF} 
并 记 过 
Gi= thEZ(B)，34nEZ1j， A.S, EZ, 
使 得 uu) 
iit > RRAK. 
GD 以 94.4 RETRE ENET A ta 
bani F=), fé x2), 


yEF(z) 
AEF1, 0<k=<| A|, zEE(S- A) 
#E O AS 
Fe = [MEP (E); 34,.€.%, AniS, 3u,C%,,, 


使 得 Ln 一 > 
(10.5.15) ”定理 
G) 如 果 {c (wu, Xx)} 满 足 正 性 、 连 续 性 和 四 边 形 条 件 ， 则 
ZFA; 
Gi) 如果 {c(w v2,X)} 满 足 正 性 、 连 续 性 和 三 角形 条 件 ， 则 
Z#,=Z,=$ 
证 (a) REg., MJ 
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(10.5.16) uUPXES-A = | ., FOX D usoa (d2) 


此 处 jsw4 RI H EES-A FB. i 
E(D) = (U68651), 
In= {i i= (ipei), i=1,2 e,n, 1<k<K) 


(10.5.17) 


T w ik= 1 ir 
{ A= {2EE(S A, == SG <) 





{A= [zszGs- 作 PL < finz < ) 


A W, 
an Aio €L, WEE). 
kei 


对 每 nn 和 iEI,， 任 取 一 点 ZmEAm, WJ 由 (10.5.16), (10.5. 
17) 和 (10.5.2) 。 G) 得 
(10.5.18) pp({y} x E(S- A)) 


=lim Jus (An) Has U) x E (S- A) 
"es 


E. 
Ban = 2) Hse (Ani) pa eZ,, . 
ier, 


于 是 ， 存 在 €Z, MTI), 


o 
—>uí, kœ 





UA,ng 
再 利用 (10.5.18) ， 得 
LY XE(S-A))=44((Y xE(S- A), YEE), 
因此 
(10.5.19) pl(AxE(S-/D))=14(AxE(S-/A)) 
AC, ACEA). 
我 们 由 此 断定 ， 对 任何 的 {人} If Ar t S, RIE u> € Faa, 
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且 
G0,5.20) lim y“ (4) x E(S — A) 
=u(( x E(S- A), 
AE 91, YEE) 
事实 上 ， 当 nn 充 分 大 ，A, 卫 4 上 且 
u^ {Y} x E(S-4A)) =u y} x E(S- 4)) 
由 此 易 证 


a ~ 
u — LEY,. 
KZ, i; LE ss 为 证 LE,， 只 项 证 
(10.5.21) PUY xP) P gx 2) lisma (d2) 


AEF, YEE(A), FEC,(S- A) 
其 中 


OS-A = (49) xE(S-A): AcAey,, 


TEEA-A)} 


我 们 先 证 10.5.21) 对 于 FEC, (S-A: F, = {Y} XES- A) 
和 ~ 
(10.5.22) P=HA mm ， AnDA, z.CE(S- An) 
成 立 。 事 实 上 ， G0.5.21) 的 右 方 
= {fx Qaa) se (d2 
{7 }srsen 
= f YX 2) (HA 2n) s24 (d2) 
Q XE, = x {aml 
= D PGx YY XZ a, 
wes 
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(ECA) x {Y xW xz,)) 
= 5 fAYx Y x xz) x 


PEE, =A 


D, fto x Y xW x za) 


wEE(A) 
= E fyxY XW xz.) 
vera, 一 


= pa, (YX Y} x EAn- Á) x 12.3) 


= Han., (YX (g) XES- 5, 
进而 ，〈10.5.21) 对 于 Fe 和 Ai, 的 凸 组 合 也 成 立 。 对 于 每 
一 个 ?2， 取 加 为 一 个 凸 组 合 使 
x 人 zeE8 4， n— co, 
那么 ,由 f4(Yx,) C@(E- A SY G0.5.21) 对 于 Fo 和 jE 
Fem BRE, BE, WA, AS, A EFI, MEGa 使 
ob 2 
Hmnm—>HEF:, M>, 
我 们 看 到 ， (10.5.21) 对 于 F, Wu CRZ. 
(b) ik KEZ., WJ 
(10,5.23) Jp({Y} x E(S- A) 
= Í, Jf. YX xsma Du (dz) 
AEF, YEE(A) 





141 


HU x EGS-4) =X) [sd k aha 


keo 
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ü k= 《b 2 人 O, 
(10.5.24) 


f Aum = {eE xE(S- A 1001 < 
| < (Wx z a |) <+ i J ¿unyay wah 


|, 


| Awa = [reena xE(S-A, 





Ani = n Away, i= GG): wEE(A)} Eln, 


\ wEEA) 
对 于 每 之 1,0<k<| A M iEn, Rz CE(S- A) fpu EEA) ; 
使 
Yrki X Ze C Anki, 
则 由 (10.5.23), (10.5.24) 和 (10.5.2). GD 得 
(10.5.25) uW x E(S- A)) 
141 
=lim > >; u (An) 
me» teo i@I, 
opasana (U) x E(S- A)) 
由 于 


141 


Lan= >) >; p (Anri) Aas Ç Zea 


kmo i€l, 


Bi # # MEZ ea in, 使 
Hang p^; k> 
由 (0.5.25) 得 
L(AxE(S- /1))=1(AxE(S- 4)) 
/AE91, ACEA) 
现在 , 仿 (a) 的 证 法 可 证 AE Ze. 
反之 ， 设 AE Z. 为 证 LE。， 由 调 类 定理 ， 只 需 证 
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《10.5.26) pW XF) = | JLX sua) u (dx) 
A KE 


对 于 每 AC.Z/, 0<k<| A|, YEE (AM fi 
(10.5.27) Fo={Y)xE(S- A), SAEST, 
JEE- A) 
成 立 。 类 似 于 (a) 的 证 法 ,从 Hapin (4 A,z,CE(S- A), 
OSK’ <| A.) 出发， 可 证 ULE9。。 J 
(10.5.28) SIE UA) MFN) 分 别 表示 关于 0s 和 
,的 可 递 测度 的 全 体 。 那么， 我 们 有 
G) ER (A) 当 且 仅 当 对 每 ES H f€# (E), 
fewu, Xx)f x) udx) = | clu, £) f(X) pdX)s 
G) PER (Q) HARARE u, VES M JELE), 
fecu, v, Xx)f (Xx) udx) = [cun u,x)](a,a m)u (dz), 


证 (a) 先 证 G) 。 为 证 条 件 是 必要 的 ， 由 单调 类 定 理 ， 
我 们 只 需 考 虑 形 如 [rw (4E91) 的 函数 了 MIS), 
„Ga 
&E4， 直 接 验 算 


(fg) (z) = c(u,z) f (G) 
(gQf) (x) =c, x) f(x), UEA, z€E, 





从 而 有 
| c(u,z) [fO — f Can Ju (da) 
š fons- fQ9gyu(dz) = 0 
ué 4 时 ， 此 式 更 应 成 立 。 


为 证 充分 性 ， 设 
f,g€(h€%(E), Ü supl h(x) -h(x) <o} =? (Q) 


ses 


374 





则 由 所 设 条 件 得 
0= 3) | com Cf Cg X) — f G)g G) lu (dz) 


= > [cun ofog — gG) uda) 
"5 feu )gGot feo - feyu (dx) 

-5 | co 2) f (z) [g (a) — gx) Juda) 
+> Jai x)g fx) -f(x)Ip(dx) 


= - [ros d+ | g9f àu. 


由 于 多 (2,) HIN) K, AERO) . 
(b) RE GD., 382FEEBS3EBIIS (MRU, R Æ) 
取 为 


(f€@(E); 2 sup [ c(Zu,u,z)| flun) -f(x) |] 


<). 
为 证 必要 性 ， 只 需 考 虑 形 如 
Ifyjxas-o » YEE(A), AEF t 
的 函数 f. 1 
(10.5.29) 31% 
G) ER) 当 且 仅 当 
C(u, YX ZuY|2)= Cu, .YX ZUY | 2) 
As-4 一 CQ、e。 
此 处 
pA(A|Xxs-a)=u(AxXE(S- A)| FS- A)) xX), 
AEF, ACEA), 
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Gi jE 多 (6) 当 上 生 仅 当 
CU, V, YX sa HUY} x ES -A S-A) 
=CGl V, um YX (s)s- HHan YJ XES- A| x (S- A) 
u—a, e, 

证 由 于 Gi) 的 证 法 与 G) 平行 。 此 处 只 证 G) 。 先 设 
PERQ), RERI (S- A) 中 的 任 一 柱 集 〈 即 只 依赖 于 有 限 
多 个 坐标 的 集 ) ， 并 取 

了 = Itjxrs，3EBE(Cd)，L4E9A 
则 当 xE4 时 ， 利 用 前 一 引 理 得 


CU, YX Lsa Hus} xeis-a (X) u (dX) 
BAF 


= | Cu, X)I {uy} ES- UdL) 
EAE 


n 


CU, X)I{ uy} Es- (X) u (dx) 
了 CA)XP 


= J C(U, YX Xs-4)l{uyjxzs-a (X) u (dx) 
EAR? 


然后 ， 由 单调 收敛 定理 知 上 式 对 一 切 Fe (S- A) 成立。 注意 
clu, yx C)s-AEF (S-A) ， 便 知 
c(u,Uxxs_D) E (Ty}xss-n1F (S-41) (x)u (dx) 


EAE 


= | c(u, YX Xs_DE (I yxsasza /F (S- A))Ge)u(dx) 


EMRE 
对 于 一 切 RE.9。(S- A) 成立。 因此 
cu, Yx ()s-)u (gu) XES- A| FS- A) 
=C (U, YX C)s-AUUY} XES- M/F (S- A)) 
u—a, e. 
留意 4p({ 引 XE(S- A| FIS-A) Z (S- 1) 可 测 函 数 ,其 值 
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于 xse4 无 关 。 便 证 得 条 件 的 必要 性 。 为 证 充分 性 ， 只 需 把 上 述 
证 明 倒 回去 。 1 
(10.5.30) 定理 
CG) 假定 {c(w,X)} 满 足 正人 性 、 连 续 性 和 四 边 形 条 件 ， 则 
FQ = Gs ; 
Gi), 假定 {c(w,v,X)} 满 足 正 性 、 连 续 性 和 三 角形 条 件 ， 则 
RFQ) = Go, 
证 (a) RUER), Wi (10,5.29 G) 知 
c(u, YX z)u (U |Z) =c(u, YX z)u (y | Z) 
LS-4 一 Q、e。 
另 一 方面 ， 由 路 径 无 关 性 及 《〈10.5.2) 的 证 明 (b) 得 
(10.5.31) c(u,uUxz)f4G)x z) 
g.(04X2, YX z) 


TO YY 9) YZ, 04X2) 


K-!'(/A,2z) 


gs (04X Z, .YX Z) 


=e YX) yz 0 2 K (A,2) 
=c(u,Jxz)f4(ux z), 
u€ AC.Z;, UC€CE(A), zCE(S- A. 
此 处 
由 这 些 注解 得 到 


fx2) _ clu, YXZ) _ Ha(Y|2) 


fCGYXZ) cuYyx2) paiY12) ' 
yYEE(A), us-—a, e, 





因而 对 于 每 y，Y EE(A)， 我们 有 


payl) _ La Y12) 
f yx z) fAY XZ) 








三 Q:, us. a, e, 
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由 《〈10.5) 得 Qa:=1, 即 
f4Gx2)==ua4C|2) ，Hs-/ 一 Gee。 
这 说 明 LEZ, 
EZ, pE, N 
pa({y}12) = u(y} x ES- A| FS- A wx z) 
=j4(gx z), 
于 是 由 G0.5.31) 和 G0.5.29) ， G) MUER). 
(b) 关于 Gü) 的 证 明 是 类 似 的 。 先 设 LE 久 (88) 。 则 由 
路 径 无 关 性 和 (10.5.2) 证 明 中 的 最 后 一 式 得 
(10.5.32) C(u,v, YX Z)ff (YX z) 
ge (Ya X Z, YX 2) 


=c(u, v, Yx z) PA ETA 


K-'(A,z,k) 
= Cu, wn YX Z) 和 
e K-!(/,z,k) 
=C(U, Vum SBX2)F000. UX Z), 
uvEAE LI, 0<k<]| A|, YEkr(A) 
ZEE(S- A). 
由 此 及 引 理 (10.5.29 Gi) 得 
u((u) x ES- A ly (S~ /A)) 
JEUX G )s- O 
-Uun 8) x E(S- A| S-A) 
Ja. ux O) s-a) 
u,vEAE SI, 0<k<]| A|, YEE). 
由 于 对 每 Y CEA) 和 ZzEE(S- A) , YX ZAYXZ, 由 ao. 
5.9) 得 








Í| u—a, e, 


u(gu)x E(S- A) | x(S- A) 
fi(Yx C)s-4) 
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_ L(YIXES- A| S-A) 
JEI x s-a) 
LEA) x ES- Al (S- 4) 
DO xO sa) 


ferw 
=lz,a(()2), H—a, e, 
Y EEA). 
从 而 对 每 AC.2/ 和 YEE(A)， 


KAY} XES- A) | (S- A)) 
= ffa YX sa TE a (()2) 
= 了 fa (YX (*)s-4)， 4 一 0。e。 
这 表明 z€ Z. 
反之 ,如 AE Z, 则 由 《10.5.32) 和 (10.5.14) 。 
Gi) 得 

CCU, V, YX ()s-Du((u)x EIS- A)| x(S- /A)) 

=C(U, V, YX (e)s) fie, YX C) sma) 

ECU, V, um YX ()s-) fio (un YX C) saa) 

=C(U, V, um YX C)S-AU {on B) x E(S- A| (S- /A)), 

U,VEAE Fj1, YEE(A) 
现在 ， 由 《10.5.29) 。 GD ZMERNA) 。 1 
下 面 是 自 旋 变 相 过 程 的 可 逆 性 判 准 。 

(10.5.33) 定理 设 {c(zZ)) 满 足 正 性 和 连续 性 条 件 ， 则 
ROJE AENA Q 是 一 个 势 场 。 等 价 地 ,， 四边 形 条 件 成 
X, 

证 由 定理 (10.5.30) G) 和 (10.5.15) G) 可 见 条 件 
是 充分 的 。 往 证 必要 性 。 设 LE 多 (8s) ， 则 对 每 4E.9G1， 存 在 
YEE), {È 
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0<p({Yo} x ES- A)) = | ssp PO |z)us-A(dz) 


因而 
Ls-A(Z: u(j,| z)<0)>0, 
H (10.5.29 G) ,存在 24EE(S- A) , (Ë uH | 24)2>0 
且 
HCY |Z ClU, oY x z4) 
=u (g |z4)c(u,gx z) , 
u€A, YEE(A)., 
由 此 及 正 性 条 件 ， 得 
RCH| 2Z4) >0，3EE(CL4)， 
利用 以 上 注解 可 得 
(10.5.34)  C(U, YX zA)c(u,,Ux Z4)C (U, wY X Z^) 
+C (V, YX Z^) 
=C(V, YX Z1)C (U, vY x ZI)CV, vY x Z4) 
“CU, x 24) , 
u,vEA, YEE). 


然而 ，{yX z4: YEE(A), AEF PEERRAR. REAK F 


{Aa} Zi, An $S NEE, 我 们 有 
Z, X Z24,—z, 


另 一 方面 ， 对 于 每 VES， 存 在 me， 使 当 m>m B, A.D(u, 
v). 现在， 在 《10.5.34) 中 取 A= do 和 3#=X4 如 ， 利 用 连续 性 


条 件 立 知 四 边 形 条 件 成 立 。 ] 
对 于 排 它 过 程 ， 情 况 是 不 同 的 。 首 先 ， 我 们 有 


G0.5.35) 定理 ”假定 {c(u V, 1) } 满 足 连续 性 条 件 , 那 么 ， 


我 们 总 有 
多 (人 2。) 关中 。 
事实 上 ， 
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yo=8(0,°) , v =500,…) 
都 属于 POQ) 。 此 处 
@ (Gu) =1, uEsS, 
证 由 引 理 (10.5.28》 。 GD 立 得 。 】 

《10.5.36) Æ “上述 结 果 表 明 ， 排 它 过 程 的 可 逆 性 并 不 能 
推出 相应 的 场 @. 是 势 场 〈 甚 至 于 零 同性 条 件 可 以 不 满足 。 这 
与 自 旋 变相 过 程 不 同 。 其 原因 在 于 : 在 于 后 者 ， 我 们 总 有 

(10.5.37) pa (WD) =u {yY} x EC(S- 4))>0, 

AEF, YEE). 
但 前 述 的 m 并 不 具有 这 种 性 质 。 

(10.5.38) 定义 n € Z(E) 满足 (10.5.37) ， 则 称 
之 为 正 的 。 全 体 正 的 概率 测度 记 为 Fr(E) 。 类 似 地 有 记号 
Rele). 

(10.5.39) 定理 设 {c(u,v,x)}) 满足 正 性 和 连续 性 条 
件 。 ERODE, W| Q, 是 势 场 ， 等 价 地 ， 三 角形 条 件 成 立 ， 
而 且 

2, (Q. = 2, (E) Ngo. 
证 设 KERA). B G0.5.37) 得 
LEXE Ex (A) x E(S- A): 
u((g)x ES- A| .% (S- A) (xX)>0>0. 
于 是 ， 由 引 理 G0.5.29) Gi) 知 ， 存 在 XECE MY EEA), 
使 得 
u (u) x ES- A) |=“ (S- 4)) (x >0, 
而 且 ， 对 于 每 YEE4(A) 和 u,v€E A， 有 
c(u,v, yx z+) u({y}x E(S- A)| > (S- A)) (x4) 

= CU, Vs aY XZ u {WY} x E(S- Ala S- A) (4) 

此 处 


Zek = (X4 sua, 
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因而 由 正 性 条 件 ， 得 

u((u)x E(S- A| (S-A) (xX) >0, g€ E,(/) 。 
Wit, Q. E Ex (A) xz4* 上 的 限制 是 一 个 势 场 。 使 用 (10.1.12) 
和 (10.4.4) . Gb ， 我 们 有 

C(U, V, YX ZL) CV, W, u, YX Zi) (W, Us w J X ZA) 
=C(U, W, YX ZH) C GD, V, wo X ZC (0, Uy w, YX Z1) 
YEErA), u,v,WwWEA 
现在 ， 三 角形 条 件 可 由 连续 性 条 件 和 
U U En (A) x {24*} (此 处 Sj = ZD) 


AES; kæp 

# E RMKEXŞH. 1 

下 面 ， 我 们 转 入 讨论 Gibbs 态 〈 即 可 逆 测 度 ) 的 唯一 性 问 
题 。 但 我 们 将 限于 一 种 特殊 情况 : l 

(10.5.40) 定义 称 {c(u,X)} 是 紧邻 速度 函数 ， 如 果 对 
于 每 WES， 存 在 uc, fB 

c(u,.) EF (u UU) =F (uU ðU) x E(S- {uU du)). 

从 现在 开始 ， 我 们 总 假定 {c(u,x)} 是 紧邻 的 。 并 取 {A}? 
CI, 使 

An= Ani U9A.... AtS. 

mE 

(10.5.41) c(u,-) EF (An), UE Ani 
HENS, EEA) 中 取 参 考点 Qas H Su C ECA), WE 
考 路 径 

{YP, yY? JOEA) 
使 得 
04,=Y ">Y > yY Yt =w 
并 依 〈10.5.11) 的 方式 定义 g:(04. X Essa WX Essa) 和 
PWX Xsxass04X Esna) 。 考 虑 到 〈10.5.41)， 我 们 可 将 上 述 
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g q, 改写 成 Oa, X E aans WX E an) 和 gi(WX% ap 0, 
XX ae) 。 

(10.5.42) 定理 ”假定 {c(w,X)} 是 正 的 、 紧邻 的 并 满足 
四 边 形 条 件 。 那 么 ， 关 于 {c (wu,X)} BJ Gibbs 态 集 与 下 述 方 程 
的 线性 无 关 正解 之 间 是 一 一 对 应 的 ， I 


> gs(04, X WwW, 04, X Zx 10) 


(10.5.43) Xn,:= = 

EROA,» As (04, X Zx W04, X W) 

X Xngi,w 

ZEE An), NSL, 
WAEA. 4 y= BB, 约定 

Tu, D /TY WD = 1. 
特别 地 ， 如 果 〈10.5.43) 只 有 一 个 正解 〈 不 计 党 数 因子 ) , WJ 
Gibbs 态 是 唯一 的 。 
证 首先 留意 ， 由 于 路 径 无 关 性 ， 我 们 可 用 exp[ -9 (64 
xZ,YyXzZ)] 表示 
Gi(04, X ZYX 2) /Gs (Jx z,0, _ X 2) 

而 不 致 于 发 生 任何 混淆 ， 此 处 p(y,z) 是 场 @. 从 8 到 2z 所 做 的 
功 。 


nl 


Ca) ik (Xn) 是 方程 10.5.42) 的 一 个 正解 。 定 义 
(10.5.43) Ha(YX Z) = Zi'exp[L ~ P04, ,XZ YX 2) 1 Nn,s 
SUC E(A,..), ZEE An) , n21 
此 处 
(10.5.44) Zu= 


expC- P (@,,., X2,8x2)12%,.+ 


VEEGA, p) EEA) 
显然 Lr EEA) 上 的 一 个 概率 测度 。 往 证 





(b) {ha} 是 相 容 的 。 
由 路 径 无 关 性 ， 我 们 有 
(10.5.45) P04, XW, YXZXW) 
=PO, XW,04, ,XZXW) +p(04,_, XZXW, 
yxzxw) 
=p (0 XW, OA, XZXW) + P04, *2 YZ) 


YEE (An-1), ZEE OAn-,), WEE (An) 。 


nl 


Zes 21 exp[- pO, XW YXZXW)] Engi w 
VÉR pa) 
z6E(B4 ,1) 
wEEOA, ) 
= > ep [-p0,,xzyxa ] ` 
VEREA, 
z€EQA,_ D) 


x 5 exp [- +. X10,0,... X Zx 10) J. 


wEEA, ) 
= > exp [-s@,...xzux2) Je. 
vE pp) 
TEEOA, D 
= Ze n21. 


从 而 由 〈10.5.45) 得 
>; Hng (YX Z X t0) 


s €ZðA, ) 


=Z 5 exp [- z, X WwW,Y X ZX W) | Ee 


w€EGA, ) 
- -Zr 5 expC- P04, XWw,04, ,XZX 40) ] Krew 
w€EGQA, ) 


Xexp[- p0, 


,XZ,YX2)] 
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=Z;'exp[ — p@,,_, Xx 2, x 2) J Kn,s 
= (Jx 2), 
JUJCECA,-),zZCEG4A,-), n21. 
ME, H Konmoropos 扩张 定理 知 ， 存 在 唯一 的 CE,2) 上 
的 概率 测度 u, bu fE ECA) 上 的 投影 是 Hn. EWE 
(c) 4 是 Gibbs 态 。 
我 们 只 需 证 上 是 一 个 可 逆 测 度 ， 然 而 ， 这 容易 由 (10。5.43)， 
路 径 无 关 性 及 下 述 结果 导出 ， 
(10.5.46) 引 理 UEFE), Mu X:F (c(u,z)) 可 
3⁄2 WJ 3682 4 k JE: ` 
(10.5.47) CCU, Y) Ha (Y) = C (U, YY Hs GY) 
YEECAn), UEAn- 
此 处 An R HE ECA) 上 的 投影 。 
证 如 人 是 可 逆 测度 ， 则 应 用 (10.5.28) G) 于 函数 
了 = Tiw xzgtssan) (YEE(A,))， 并 注意 紧邻 性 ， 便 得 10, 5.47)。 
反之 ,对 于 这 个 了 和 UF As 或 uwEAn-1,， 容 易 由 (10.5.47) 
导出 
G0.5.48) fidc too = [adoc ay fe N 


如 果 UEAn- A,.- =A, H (10.5.47) TH 
CC YX Z) Uny, (Y Xx 2) = c (u, YX Z) Hng G1J X 2) 
ZEECAngi- A), 
此 即 


clu, x) dx) 


Wz) KESSA pgd 


= f Clu, x)u (dx) 。 


(asi XEVA, +I) 
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ZEE Ans A) 上 求 和 ， 便 得 (10.5.48) 。 因而 由 引 理 
G0.5.28) G) 知人 是 可 逆 测 度 ， 引 理 得 证 。 

让 我 们 回 到 我 们 的 主要 证 明 

(d) RUER) ， 并 设 us J LEEA) 上 的 投影 。 则 
H G0.5.47) 得 


u CO ani X Zx W 
Erara EXW pr Oa, x W, Oan, xzxw)] 


Hagi CO gn X W) 
对 也 在 了 (94) ERM, 4 
Halan, XZ) 
= > exp[ —p(0,, XW, an, XZXw)] 


wEE(94,) 
x Pasi On xw), 
从 而 、 
Xn, = Hala, X2), ZEE An-1) , n21 
是 方程 《10.5.43) 的 一 个 正解 。 
其 次 ， 由 《〈10.5.47) 和 定理 (10.1.12) 得 
Ln(YXZ) = pn(Oa, x z)exp[ — PO ,,_, XZ,Y XZ)] 
HUCECA,-), zC€CEG(24A,-.) 
在 〈10.5.43) 和 G0.5.44) 中 以 zo: 代替 Xs, 我们 得 到 
Z,=1, s= kn 对 每 n 之 1 成立。 于 是 上 与 《b》 中 所 定义 的 测度 
是 一 样 的 ， 
最 后 ， 我 们 只 需 再 证 定理 所 述 的 对 应 是 一 一 的 。 
(e) 设 (xü : zC€E(QA,-D,n21), i=1,2 是 两 个 正解 。 
如 果 存 在 常数 "之 0， 使 
(10.5.49) 6= axXt，2zE 瑟 (04D)，?2>1 则 由 《10。 
5.44) 得 


Ze = ZP，7>>1， 
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从 而 由 〈10.5.43) 得 
Le = A, n21, 
WE, H (b) m, {28} 和 (z%) 决定 同一 Gibbs 态 。 反 之 ， 
车 (w0,) 和 LL) RER ERO), MEX pE EA) 
ERRE, PMLP 必定 重合 。 特 别 地 ， 由 0.5.43), 我 们 
有 
(ZE) TIX = HP Oan XD EUP 04, X2) 
= (ZH) 1505, 
z€EQ4A,-), n>1, 

但 Z 与 n 之 1 无关 ， k G10.5.49) 必定 成 立 。 1 

(10.5.50 W iO, X /—R 满足 


2) 19(B) |t| BK. (此 式 至 P389 Sj=91) 


v€Besy 


ctu, x)=exp| > DBEa] 


"BES; 


és (x) = [[ 2x- 1) , 


“€B 


则 Qs 是 有 势 的 ， 从 而 多 C80) = 多 :于 $8。 特别 地 ， V G)= 
=- DOBE) 是 限于 





BES; 
E,=(x€E, {xX(u) =1)€.Z;) 
的 势 函数 。 
为 证 明 有 势 性 ， 我 们 只 需 验证 四 边 形 条 件 。 由 于 
CC X) _ 
= am| Z oDe sco) | 
=exp|- 2 D omea] 
EBES; 
我 们 有 
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CW, wX) _ a 2 
CWD exp | - 2 X; 0CB)5o( |, 





vesesç 
Cu, 2) - ° 
-exp [2 5, Dior), 
c(u,2) _ o | 
S a|: 2 (ts |. 
另 一 方面 ， 
D, Dr) (EaCoxz) - En(x)) 
“EBeSp 


> Dax) Esox) — Ea(x)) 


myEBeSf 


=-2 5) DBEa) 


和 Be 
关于 和 对 称 ， 因 而 四 边 形 形 条 件 成 立 。 
为 证 V。 是 E。 上 的 势 。 由 定理 《10.1.12) ， 只 需 验 证 
clu, xX)exp[Vo(x)J= c(u, z)exp[V,Gz)1 


XEE,, uES, 
但 这 可 由 


V,G)- V,Gz) = XDB) (aG) -En(x)) 


BES; 


= >; DB) Eua) — ša (22) 


s€BeS í 

= log(c(u, x) /cCu,x)) 
导出 ， 

0.5.5) 例 在 上 例 中 , 取 S=2Z={0, 土 1,…} 
和 

14>0, B= (n,n+1), nEZ, 
om -| 0 ， 其 它 。 

即 
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coom=emp| D ozo - D G G) — D |, 


Im-s.]=; 
则 | P) |=| #,|=1, BB Gibbs 态 唯 一 。 
证 ”我们 使 用 定理 (10.5.42) 和 (10.5.50). W A, = 04 
(0,94 = {- n,n}, Angi = Ar UA n>1. BT 
V,G@,,xXu)- V lO an, X ZX10) 
= 21% (B)[Ës (0 ,,., X 2 x 20) — Ep (0 a, X W)] 


BS+ 


= > Q@(B)[Ës(0,,., XZXW) - Es (@,, X10)1 


8n04,- "e 
3 
=44[z(-n)tp(-n- 1) +2z(2)20(02+1) - z(- n) - z@)3Ü 
ZEdAn-i, WEÐAn, 
从 而 
expC- 9 (04, XW, Oan, XZx10)1 
=exp[V,@ ,, xt) - V. (0 an, xzxw)] 
=exp[41(z(— n)tp(— n- 1) +z@)tu@+1)- Z(— T) 
-z(n)]. 
方程 10.5.43) 化 为 
(10.5.52) X,=AX,,,. n21, 


2 f AS 3 1 
=] ale” 1 e“ l] 
=] | ee“ 1 1 
\ Wa pa gz ger. y. 
而 且 我 们 使 用 了 1, 2, 3, 4 EQ A) 中 的 元 素 (0,0)， 
(0,1) ， (1,0) 和 A, D. EA HRE: 


a= (1-e25-1, a= Q - e) 1, 


此 处 


X= 
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as=C4= (0-0 
我 们 得 到 
Xngi i= Qia; + bias + (c + dm) as, 
i=1,2,3,4; nL, 
itita, b, cfm d 是 依赖 于 X, 的 常数 。 另 一 方面 ， 容 易 由 
(10.5.52) 得 到 
Xa SZ, SX, <: SX). 
f i=1,2,3; n21, 
这 导致 
=ci=d,=0, i=1,2,3,4, 
从 而 
maaa = Ga, i=1,2,3,4; NSO, 
RA 0.5.52) ， 我 们 得 到 
a,=e “a, qa,s=ea,, a=e “a, 
因而 
maaa = (1 + e"22) 2", 
Xag, = Xapi, = E + e 22) 2", 
X, = C e, 20. 
因此 
|R) 1=| gs:|=1. 
进一步 ， 把 这 个 解 代 到 (10.5.43) , 我 们 还 可 求 出 这 个 叭 — 的 
Gibbs 态 在 (Lr) 上 的 投影 ， 


e-2 t 


Te 


Hn (Y x 2) = 


* exp [a >; thiken (Oan, X2)-S kas (YXZ)) ] 


ke-n 
YEE (lAn), ZEE (0/r-1), NSL, 
其 中 
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|z |=] (m€Ə4,-,, z@) =1) |, 
而 Z, 为 归 一 化 常数 ， 其 定义 见 (10,5.44) , J 


$10.6 补充 与 注 记 


场 论 最 先 由 侯 振 挺 、 陈 木 法 [1] 引进 。 那 里 只 限于 离 散 状 
AZA, HX, FER. kk., THM O] 作 了 推广 。 前 三 
节 基 本 上 来 自修 、 陈 [1] ， 后 两 节 取 自 严 、 陈 、 丁 [1] 。 也 参 
考 了 严 士 健 [1] 。 

关于 自 旋 变相 过 程 的 可 逆 性 ， 在 紧邻 的 条 件 下 ， 丁 万 易 和 陈 
Kik [1] 给 出 了 四 边 形 条 件 作 为 可 道 的 充 要 条 件 。 这 里 排除 “ 紧 
邻 条件 ” 的 工作 来 自 唐 守 正 [1] 。 严 、 陈 、 丁 [1] 文中 ， 对 自 
旋 变 相 过 程 和 排 它 过 程 的 可 逆 性 作 了 统一 的 处 理 ， 那 里 包含 了 更 
多 的 材料 。 在 此 文 的 基础 上 ， 出 现 了 好 些 工 作 . 例如 戴 永 隆 

[1] ， 李 世 取 [1]， 任 开 隆 [1] 和 曾 文 曲 [1]。 

关于 定理 (10.5.39) ， 逆 命题 : “ 若 Q, 有 势 ， 则 RP.) 
+O” 似乎 也 应 成 立 。 但 我 们 尚未 能 证 明之 。 

本 章 所 讨论 的 场 论 ， 本 质 上 只 适应 于 局 部 离散 的 状态 空间 。 
对 于 连续 状态 空间 ， 至 少 存在 指数 式 密度 函数 的 情况 ， 应 该 也 有 
类 似 的 结果 。 但 尚未 认真 研究 过 ，Fukushjima 和 Stroock [1] 
中 有 些 一 般 性 结果 。 注 意 对 于 一 维 扩散 过 程 ， 可 逆 测 度 必 定 有 指 
ARERR., ELRES. Ré [1]。 
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第 十 一 章 “环流 分 解 


我 们 已 经 详细 地 研究 了 可 逆 过 程 。 可 逆 性 的 实质 在 于 细致 平 
衡 。 当 一 个 系统 处 于 定 态 〈 即 有 平稳 分 布 ) 但 非 细致 平衡 时 ， 自 
然 要 问 ， 这 个 系统 以 何 种 方式 达到 定 态 ? 

请 看 下 述 例子 ， 设 状态 空间 为 E= {1,23}, QEK 


I s t 1 0 \ 
Q=; 0 -1 1 
\ 1 0 -1 J 
相应 的 @ 过 程 是 PO = (Pu (D): i J CE), 
Pu (b) =P,, (Ð =P,, (b) = -L + -Zerit cos 3 ap 





Pu () = Pu (D) =P,, (b =+ Setcos( 3t z 2), 





a ù =l} 20- V 3, 2x 
Pa 由 = Pu (D = Pu =Le cos( 325), 


它 有 平稳 分 布 u =M= p= I/3. 由 于 

Hi Qi — Ms Qui = Hs Qis — Ps Qa = Hs Qai — Pi qa = 1/3 
Q= (qiy) 有 如 下 环流 

@-⁄: —@ 1/3 >00- -0 
另 一 方面 ， 对 于 每 一 个 +t， 我 们 有 
u, Pia (t) — p, Pa, (t) = u, Pao (t) — ps P,, (t) 

= u; Ps (t) — u) Pis (t) 

=r(t) = ( 2/3 /9)e-*"sin( V 3t/2 ) 
4r O+, 我们 也 有 如 上 所 示 的 环流 ,只 是 环流 方向 可 
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ERE. KWARA: 系统 是 通 过 环 流 达 到 定 态 的 。 另 一 方面 ， 
7(2z/3) =0， 因 此 ， 在 时 刻 t= 2xz/w 3， 环 流 消失 。 这 又 说 
明 ， 对 于 不 同 的 时 刻 ， 环 流 分 解 可 以 不 同 。 甚 至 可 能 出 现 这 种 情 
w: 对 于 某 时 刻 二 ， 有 无 穷 多 个 环流 而 对 于 另 一 时 刻 如 ， 则 一 
个 环流 也 没有 。 然 而 ， 这 种 现象 并 不 是 杂乱 无 章 的 。 我 们 将 证 
明 ， 在 某 些 条 件 下 ， 环 流 分 解 是 几乎 稳定 的 。 

我 们 也 将 讨论 可 逆 性 与 箭 产生 率 之 间 的 关系 。 


811.1 可 逆 人 性 与 焙 产 生 率 
设 和 = (Xi, t>0 是 具有 初 分 布 /和 转移 函数 P xA) 
(20, EE, ACH) 的 马 氏 过 程 。 记 其 绝对 分 布 为 
GD P Ch A) = [ico P(t, x, A), t>0, AEs 


则 由 定理 〈7.1.6) 立 得 
(11.1.2) 引 理 X = (Xi) 可 逆 的 充 要 条 件 是 
Qha | P 6, dx) P (t, z, B 


-| (s, dz) P (t,z, A), 


s,t>0, AEZ, 
《11,1.4》 定 义 ” 称 满足 上 式 的 P(t, z, A) 2: uATX. 
类 似 地 ， 称 满足 ` 


(11.1.5) fe (s, dz) q(x, B) = [ pe, doae, A), 


A,BE8, s>0 
的 gg 对 q(x) -9(x，") 关 于 人 强 可 道 。 
(1l1.1.5) 定理 
G) A= 可逆? 
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GD) WPH, ARTA, DATH a 对 亦 然 
Gi #mP(t,z,A) 4 几乎 不 断 ， 则 
RTAS. 
证 D 是 显然 的 。 仿 定理 (7.1.9) 的 证 法 可 证 (Gü) 。 
GD 是 因 
J> (s, dx) P (t, x, B) 


Ë. (fe (dy) P (s, 4, dæ) )P (t, x, B) 


A 


=| u (dx) P (s, x, E) P (t, x, B) 
f u (dx) P (t, x, B) 】 


J» (t, A, B) = | (t, dz)q (z, B) — |P, da) q(x, A) 
K, s(t, A, B) = 1og[| pe, dzx)q(x, B)/ 


| €f, dz) q (x, A) | 
GwP =Y Jnr ts A, B Ks (t, A,B) BES 


> 站 BE 

G1.1.7) 定义 EGU, P) 2 P(t,x, A) KF n tü A 
生 率 。 

G1,1.8) 定理 

G) G(u,P)>0; 

GD G(u,P)=0 当 且 仅 当 9 (X) -q(x,。) 关于 上 强 可 
Ws 

GH) Gu, P™)=0 4 ARH Pe (t, x, A) AF pIa 
X, Fi, q) -q(x,*) AF u RŽ. 
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证 断言 G) 和 GD 是 明显 的 ,由 此 , 仿 定理 〈7.2.1) 


的 证 法 可 证 GD 。 1 


(11.1.9) 定理 ¿i P(t,x,A) 是 保守 9 过 程 ， 满 足 向 前 


方程 且 G(U,P) =0。 那么 ，q 过 程 在 人 等 价 意义 下 唯一 ,而且 
P(t,x,A) XT u RTX. 


此 


证 以 P(4,A) EPEA) HARER. W 


P Q, A)= Fe fpa, x, Ayu (dz)dt = 


o 


= [P à, x, Ayu (da) 


qy, dz) , Š (zx, A) 
[|P a, =, re Jaw 


u(dx) ff qy, dz) 
rq t pmDPO z, ap | g 


u (dz) qu, dz) 
4 À + Q (2) + [pa, af, 1+4) 


_ Í u(dx) x 
-| + Q, dy) q 4/ H+ q C) Gp. 














`, 
-| 











处 


(gp qp = Í: (2) q (u, d2). 


由 定理 (11.1.8) , GD 得 


| P a, day q G, D = [ P 0, dx q (x, A, 
120, A, BES. 


由 此 及 单调 类 定理 得 


Jr eo P a ao hy Go = [a œ P a, an (qf) GD, 
2>0, f, h€z,. 


从 而 
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_( adx) ,( q(x, E) 
Pa, e en ; |a. P Q, dz) 








-+r a-f, Pú, doriy 
即 
| Adxz) _ | AP Q, dz) 
A4A+q(2) Ja 1+ g(2) 
或 


1 (4) =1P GQ. A), 4>0, AES, 
另 一 方面 ， 
IP t, A)-P G, A)| 


< |u Caw IP @, z, A -P (s, z, A)| 


RRAPO A) 连续 。 故 由 拉 氏 变换 的 唯一 性 定理 得 
(11.1.10) 4 (A)=P G, A), t>0, A€2, 
特别 


fe (Ct, x, E) p (dx) = P (t, E) =u Œ) =1, 


故 

P(t, e ,E)=1, WH—a.e。 
最 后 ， 由 定理 (11.1.8). Gü) (11,1.10) %4 q (G) — ac) 
关于 内 可 道 ， 从 而 Pen (tb x, A) 也 关于 上 可 逆 。 因 而 


| P (s, dx) P (t, z, B) 
=| u ao P @, x, B) 
= | u dæ Prit, z, B) 


-fpu (dx) P=i"(t, x, A) 


396 





-| P, dz)P (t,x,A) , s,t>0, A,BES. 1 


(11.1.11) 定理 ”对 于 给 定 的 保守 9 对 qCz) -q Gr, °) , 
存在 强 可 逆 q PLE fi fr fE Ni pe EB 3 39 g 过 程 的 充 要 条 件 都 是 
此 9 对 可 逆 。 

证 必要 性 显然 . 往 证 充分 性 . 因 9 对 保守 , 故 由 定理 (7,2,8) 
知 ， 我 们 总 可 以 构造 出 一 个 u 几乎 不 断 的 gq 过 程 。 但 由 (11.1.6) 
知 ， 此 时 可 逆 与 强 可 逆 等 价 。 故 强 可 逆 q 过 程 必定 存在 。 1 


811.2 环流 分 解 的 稳定 性 


《11,2.1) 定义 #R= Gi 1<i, jan) 为 一 个 环流 矩 
阵 ， 如 果 存在 两 两 不 同 的 访 ，…，ih〈k 之 3) 和 a>>>0， 使 得 
q, i=ii, j=itm, l=1,2,°,k CGha=i), 
mi={ N 
0， 其 它 。 
oB, Ei, c, j, AJA R KY 38 9 80, W iieii 
为 如 的 环流 方向 ， 而 称 a 为 环流 量 。 
(11.2.2) 定义 称 


c db A, p=|| paw P €, z, B) - | aP ET 
为 在 时 刻 t 从 和 到 BAARN. 


(11.2.3) 定义 ” 设 P(t,Xx, 有 A) 是 以 上 为 平稳 分 布 的 不 断 
的 跳 过 程 ， 如 果 ; 

fe (dx) P (t, x, B) -| (dx) P (t, x, A) 

A, BEZ, 

WAtA PH) 的 一 个 细致 平衡 点 。 否则 称 为 非 细致 平衡 
点 。 

《11.2.4) 定理 PO 是 以 上 为 平稳 分 布 的 跳 过 程 ， 
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则 
G) 细致 平衡 点 或 者 只 有 一 个 〈 即 ti= 0) ， 或 者 有 无 穷 多 
个 3 
G) 非 细 致 平衡 点 或 者 不 存在 ， 或 者 是 非 空 开 集 ? 
S Gi) WPO 不 可 着 ， 则 细致 平衡 点 在 [0, oo) 中 不 
k. D) 
(v) 如 gq 对 q(x) -qlx,*) 2: n RTM 于 每 一 个 
9 过 程 PCbD ， 存 在 8>0， 使 得 每 一 个 1E(0,5) HEP 的 非 
细致 平衡 点 。 
证 (a)H+ P(0,z, A) =ò, A) 故 t=0 是 一 个 细致 平衡 
点 。 如 果 某 t>0 是 一 个 细致 平衡 点 ， 则 由 及 -~C 方 程 知 ， 一切 
nt (n 之 1) 都 是 细致 平衡 点 。 此 即 是 (G). 
(b) 如 果 P(t) TX, WREE ARE EA BU, B 
定 存在 t,>0 和 A, BES, tE clt, 4, 了 B) >0。 另 一 方面 ， 对 于 固 
RAMB, cC, A,B) 连续 ， 从 而 在 如 的 某 邻 域内 必 有 
cle, A, B) 0。 这 表明 非 细致 平衡 点 是 开 集 。 
(o) m Gi 不 真 ， 则 由 PH, x, A) 关于 上 的 连续 性 导致 
P) wfs. 
(d) 若 存在 细致 平衡 点 列 {t} ， 如 40， 则 由 定理 〈7.1.9) 
的 证 法 可 证 q 对 可 道 。 故 Gv) 成 立 。 1 
(11.2.5) 假设 “从 现在 起 ,我 们 假设 所 给 的 gq 对 g G) 
-q(x,-*) 是 有 界 、 保 守 的 ， 唯 一 的 q 过 程 以 为 平衡 分 布 。 
我 们 将 取 定 4 的 一 个 可 测 划 分 《Ay)?。 
在 58 上 赋 上 确 界 范 数 ， 我 们 得 到 一 个 赋 范 空间 。 仍 然 记 作 
bf. ZX 


afa = fa dp f -a (FC) 
Q=Q/lql +I 
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此 处 I 为 8 到 自身 的 恒 等 算 子 ，| * 为 上 确 界 范 数 。 WA, R 
们 有 

(11.2.6) BE QM 都 是 从 56 到 自身 的 有 界线 性 算 
Fs 
1: i2l<2lal ， 121<3. 
分 还 是 一 个 正 算 子 。 如 0<<f1f，fm，fEs8， 则 对 于 每 XEE 和 
n21, 

Q" f, Gy—>9Q" f (z), m—>°, 


证 我 们 只 证 末 项 断言 。 当 n=1 时 ， 
A fm (2) -fa (x, dy) fm GJ) — q Go) fn (G) 


一 | q (x, dg) 了 于 (人力 -Qq(OZz) 了 (CD)， m>, 


设 断 言 对 正确， 则 由 
fal SaN lf <2" lal" lfl, 


QH f, (2) = fa (z, dy) (O fa Qp) — q (x) Q" f, (2) 


以 及 控制 收敛 定理 ， 得 
Q" fn NK)— A7 f (ay, m>, 1 
(1.2. 引 理 ”对 于 固定 的 和 A 和 B， 作 为 的 通 数 、 


| ya (dx) P G, x, B) 


可 延 拓 成 解析 函数 。 
证 只 需 注意 如 下 事实 ， 


| u (dx) P $, x, B) 


= far (dx) e'9 Is (x) 


Ei 
ar 





j = Ip) (u (da) 





以 及 

| | .om (a) n (da) |< @ || q |)" u (AB) 

<(2l q ll)". 1 

下 述 结果 是 定理 (11,2.4〉 的 补充 。 

(1.2.8) 推论 在 (11.2.5) >F, 如果 P(t, x, A) X: 
于 kA 不可逆， 则 可 能 除了 [0, co) 中 的 一 个 孤立 点 集 而 外 ， 每 一 
个 te(0, oo) 都 是 一 个 非 细致 平衡 点 。 

证 由 不 可 道 性 知 ， 存 在 如 >0 H A, BES 使 


| H (dæ) P Go x, B) + |, H (dz) P (ts, z, A), 
Ao Bo 
命 
4={t: [u ao Pa, x, B) = [day P t, A, 


A, B€ ¿) 

则 由 定理 (11.2.4) 知 ， 或 者 4= {0) ,或 者 4 是 一 个 无 穷 集 。 
在 第 二 种 情况 下 ， 注 意 到 

A cft: | rao P t, £, B) -fat (dz) P (t, x, av}. 
我 们 的 结论 便 可 由 引 理 11.2. 和 如 下 事实 导出 ， 

RA 是 含有 收敛 子 列 的 无 穷 集 。 如 果 两 个 解析 函数 了 和 9 在 4 
上 重合 ， 则 这 两 个 解析 函数 恒 等 。 

(11.2.9) 5E 在 假设 (11.2.5) 之 下 ， 我 们 有 

Do, (x) = 0, 


D Ê, Ql <s, 


对 于 一 切 XEE 和 nn 之 1 的 成 立 。 
证 h5 (11.2.6) A, M1) 是 有 界线 性 算 子 ， 
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DaI, (z) = Dap (2) = (Q" 1) (x) 
=Q qC, E) —q (*)) (x) =0; 
X O" m>1) 是 正 有 界线 性 算 子 且 | Š | <s, 
> (ÔL, (z) = DPL, (a) = (Q"1) (x) 
<Ê 1】 


(1.2.10) 引 理 在 假设 (11.2.5) ZF, HFA fE M 
n21, RIA 


fa (dx) Q" f (Xx) = 0, 


证 由 P(t) 的 平稳 性 得 
0= [u (d) P t, z, AS (z, A) 


= | u (dx) P Gx, A)/t- | ucday E1- P 中 mo) 


+f pl(dx) Pt, x, A- (z))/t, 


现在 ， 利 用 


o<? hg B) < 1- P (s 2 0) cgs la 





和 控制 收敛 定理 ， 得 
0= |: u (dx)q G, A)— | padogo + fe (dx)q (x, A) 
= fa (dx) q (Xx, A) — f u (dx) fè (x, dy) q y) 
= fa (dx) Q Ia (x), AES. 


这 表明 结论 对 于 n=1 成立。 进而 ， 由 引 理 (11.2.6) 和 单 调 类 
定理 得 


| u (dz) Qf (x) =0, fé, 
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另 一 方面 ， 由 引 理 〈1l1.2.6) 得 
Q" f€, f Es, n21. 
因此 


| u day a fa» 
=| a da (QQ) DO=0。 了 
定义 
og = [fi nao D, w -Jn (odu, (x) Y, 
dy = (|a ud, (a) )A(| aw (x) ) 
由 引 理 G1.2.6) ZA 


di? >0, i, j, n>1, 
(1.2.11) 38 ”对 一 切 i,，j 和 nn， 我 们 有 
G) cP >0; Gi) cfc =0; 


Gi) 3 CP-e)=0 (iv) Dc? <o, 


证 头 两 项 断言 是 显然 的 。 由 引 理 〈11.2.9) 和 (11.2.01) 
得 ` 
>; p-ep) 


= ([ 42 Do GO ak Bda, GO ) 
s|; n(da)2)(Q/ | q | +D" 14, G) 
- fe dz) O/a + DL GO 


-| (day Du, (x) -fu (dx)14; (X) =0 
RW GD. 至 于 (iv》 ， 由 引 理 〈11.2.10) 得 
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De <2 > |[ eax fr, co | 


<a > |ó, œ | <<, 1 


(11.2.12) SIE i EBE C = (cy) 满足 上 述 引 理 中 的 条 件 
G) — Gv) 。 则 必 有 如 下 分 解 : 


C= Re 


TEH 
此 处 H 为 至 多 可 列 集 。 约 定 空 集 上 的 > ) 为 零 矩 阵 。 对 每 KE 匡 ， 
RR。 是 一 个 环流 和 矩阵 。 

证 (a) 先 考 虑 'C 为 有 限 阶 矩阵 情形 ， 无 妨 设 C+ 0. jk 
WAE Mi, Ec, >0。 然 后 由 条 件 (让) f Gi) 知 ， 必 定 
存 f Li h tË ca a 20. 如 此 继续 ， 由 于 只 有 有 限 多 个 元素 ， 
因而 有 限 步 必须 回 到 i。 这 样 ， 存 在 m>2 使 
Ci Ci i Cin sin Cipi? O> 
记 

a=min{cis, , **, Ci pi} >0 
3 9 
f ao 如 j=i k=is, I=0, *, m+1, 
i 
lUo, RE. 
则 R= (ri) 是 一 个 环流 矩阵 。 
其 次 ， 命 
C,=C-R, 
HJ C, 也 满足 前 述 条 件 G) 一 dv), mE C, 的 非 零 元 素 至 少 
H C 少 一 个 . 仿 上 ， 我 们 可 从 C, 中 分 解 出 R, 。 如 此 继续 下 去 ， 
有 限 步 可 以 完成 。 


(b) C 为 无 穷 矩 阵 情形 。 我 们 要 将 它 归 结 为 (a) 。 固定 
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nn 之 3 以 下 无 妨 设 指 标 集 为 


{1, 2, }。 
命 
nCij=Ciy wmi, j<n, 
nCin = [> (ci —C i) j i<n, 
i>" 
"w= [Don |", 
i>" 
nCnn = 0, 
ww 


n= @m, n+1, =), 
则 可 视 Co = (ci , š, j<n) 为 (1, 2, =, n-1, n°) 
上 的 矩阵 。 依 《a) ， 可 对 C'” 作 分 解 : 
人 二 >J R + > K, 


16H, 1 €H, 
其 中 Rs ERA n HEREKE, Hü Ri EA n° 的 环流 矩阵 。 但 
.==C- F RO 也 满足 条 件 O 一 (iv) 。 依 上 述 方法 ， 可 对 


teH, 
ÆU, 2, <, n, (m+) EFRR. Wk 继续 下 去 ， 条 件 
Gv) 将 保证 

limG, =0. 

我 们 略 去 这 些 证 明 的 细节 。 l 

下 面 是 本 节 的 主要 结果 

(11.2.13) 定理 iz qC(x)-q (xz, +) 是 一 个 有 界 的 保守 
q 对 ， 相 应 的 g 过 程 P(t) 以 上 为 平稳 分 布 , 又 设 (4)? 是 8 的 
一 个 可 测 划 分 ,定义 


au t) = fr (dz) P (t, z, AD, t>0 
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MJ AH = (a; (t) ) 可 以 分 解 成 两 部 分 
A (t) = D (t) + 21 R (t) 


t€éH 
HRDO 〈 它 是 一 个 对 称 和 矩阵 )》 是 细致 平衡 部 分 ，》) Rs G) 
LEH 
是 环流 部 分 ， 每 一 个 R(t》 是 一 个 环流 矩阵 ， 了 H 至 多 可 列 ， 但 
可 以 是 空 集 。 而 且 ， 当 上 变动 时 ， 可 能 除了 [0，oco) 中 的 一 个 可 
列 集 而 外 ， 每 一 个 R.C) 的 环流 圈 不 变 〈 但 环流 方向 和 环流 量 可 


以 变动 ) 。 换 言 之， 环流 分 解 是 几乎 稳定 的 。 
证 因为 


aiD = |, eda) e L GO 
i 


= end pida e 05, (x) 


= ena 58 La i pldx) Ia, (x), 
从 而 
ein ST Elah" -po ¿Ce 
A(t) =e > m [CDw +Cow ]， 
其 中 
D™ = (di?) , n>0, 
C% = (I) , n>1, C =0, 
这 些 矩阵 都 不 依赖 于 t。D' 显然 是 对 称 矩阵 。 因 此 ， 


D =e x Hal )" pw 
也 是 对 称 和 矩阵。 另 一 方面 ， 由 引 理 〈11.2.11) 和 (11.2.12) ， 
我 们 有 如 下 的 环流 分 解 : 
Ce => Rai n>1, 


iH, 
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其 中 责 。 为 至 多 可 列 集 。 我 们 约定 空 集 上 的 和 数 为 0。 记 六 wy 上 
的 流量 为 7 20. BA, R.i2>0, ER {Ra n n>1, ICH.) 
上 ， 可 能 有 些 具 有 相同 的 环流 圈 ， 但 方向 不 同 ， 对 环流 轿 作 适当 
的 标号 。 这 样 ， 在 第 K 个 环流 圈 中 ， 可 能 有 两 个 环流 矩阵 具有 不 
同 的 环流 方向 。 把 具有 同一 方向 的 环流 矩阵 归 拼 到 一 起 ， 我 们 得 
到 两 个 环流 矩阵 Tt G) Ra, 和 rk, (DR, ， 它 们 的 环流 圈 都 有 标 
号 Kk， 但 环流 方向 相反 。 这 里 ，R%， 和 ,都 与 无 关 . 现在 ， 
我 们 得 到 
ADHS G, (OR, + rk, (t) Rn,) 


keH 


现在 ， 我 们 可 以 讨论 环流 分 解 的 稳定 性 。 下 面 分 四 种 情况 加 
以 讨论 。 

(a) 在 Th (DR, M T, (t) R, 中 有 一 个 ， 例 如 说 总 + 
出 现 。 那么 ， 第 k 个 环流 圈 决 不 会 消失 ， 这 是 因为 ， 对 于 一 切 
t>0, Th (0201 Ra, #0. ZERE Th (OT RR 

Ta, (t) =e" Ee (t| 1- 3): ç 


Rh c>, É Ea CeO 

O) Ta (的 三 7 (D, JO Ta, (OR, +m, (OF, E— 
ARRE, TUAIDH 中 去 而 不 必 加 以 讨论 。 

(c) 对 于 每 一 个 巡 0， Ta 之 7 的。 此 时 ， 我 们 可 以 
用 一 个 对 称 矩 阵 〈 也 归 兹 到 DG) 中 去 ) 和 一 个 新 的 环流 矩阵 
RO= G, ©- ra, Ra 代替 7 GOR, + r, (DR 此 
时 有 Ri( 殷 决 不 会 消失 .对 于 OST t) (t> 的 情形 
也 可 以 作 类 似 的 讨论 。 

(d) 假定 情形 (a) 一 (c) 不 出 现 ， 此 时 对 于 某 些 刀 有 Ta (t) 
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=m, (的 ;但 对 另 外 一 些 刀 ff r. (t) #r| (t). 如 同 在 《c) 中 


所 做 的 那样 ， 我 们 总 可 以 用 一 个 对 称 和 矩阵 和 一 个 环流 矩阵 R. (t) 
代替 Th, H Ra, + Th, (H Re, 3 MR Ta, (t) =k, (t), MW Rs (t) 








的 环流 量 是 Ta. ($Ü) — rk, (E) CH (ra, ($) > rk, E) Rra, (t) — 
Ta D CM, (D>, (D) ;在 两 种 情况 下 , Ra(t) 有 相同 的 环 


流 圈 而 环流 方向 相反 。 如 果 Th，(t) = Te, (t) , 则 环流 Rt) 消失。 
这 样 ， 环 流 圈 只 在 时 刻 t€ A 处 消失 。 此 处 
hi= ht> B,D =, O} 
如 果 4 是 有 限 集 ， 则 必定 是 一 个 孤立 点 集 。 于 是 可 设 A E — 
个 无 限 集 。 其 次 ， 由 上面 的 构造 知 ，76,(t) 和 74, GD) 可 视 作为 
t 的 解析 函数 。 从 而 A 必 为 孤立 点 集 。 今 命 
4= y Ar 
作为 可 列 多 个 孤立 点 集 之 并 ， 了 4 也 是 可 列 的 。 J 


$11.3 ”补充 与 注 记 


从 物理 、 化 学 、 生 物 学 等 领域 里 众多 的 远离 平衡 系统 中 ， 都 
已 经 观察 到 形形色色 的 花样 ， 环 流 分 解 意 在 描述 这 些 花 样 。 环 流 
分 解 的 稳定 性 表示 花样 是 可 观察 的 。 

对 于 离散 时 间 的 马 链 ， 环 流 分 解 最 初 由 钱 敏 平 [2] 引 进 。 引 
Æ (11.2.12) 来 自 钱 [2] 和 侯 振 挺 、 汪 培 庄 [1]， 后 者 也 讨论 了 
非 稳定 流 的 分 解 ， 本 章 的 其 余部 分 取 自 严 士 健 、 陈 木 法 [1] 。 

对 于 一 般 q 过 程 〈 不 必 有 界 ) 情形 ， 问 题 还 未 解决 。 这 里 ， 
我 们 用 到 了 P(t) 的 解析 性 . BPO 可 以 不 是 解析 的 , 例如 见 
Freedman[1; 88.2]。 
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第 三 篇 
常 返 性 和 遍历 性 





第 十 二 章 常 返 性 


本 章 先 研究 马 氏 链 的 常 返 性 和 正常 返 性 ， 对 常见 的 结果 作 些 
补充 。 而 后 研究 可 配 称 马 氏 链 的 常 返 性 。 

与 常 返 性 紧密 相 联系 的 不 变 测度 的 存在 性 问题 ， 将 留 到 下 一 
章 去 讨论 。 


$12.1 常 返 性 


设 (Ka) >0 是 定义 在 概率 空间 (Q, F, P) 上 、 取 值 于 可 
数 状态 空间 也 、 具 有 转移 概率 矩阵 卫 = (Pu, 1,J€ E) 的 马 氏 链 。 
关于 这 种 过 程 的 常 返 性 和 非常 返 性 的 判别 准则 ， 可 在 任 一 随机 过 
程 的 教材 中 找到 ,本 节 中 ,我 们 将 给 出 一 些 不 太 常 见 但 又 很 有 用 的 
一 些 充分 条 件 。 

一 般 地 ， 可 将 巨 中 元 素 任 意 编 号 . 无 妨 就 设 E={0,1,2， 
eh e 

fip = PIX,=j, X. j, 1<k<n-1|X,= 1, 
n21 


;= 


fr=fe, bjEE. _ 
我 们 构造 一 个 新 的 转移 矩阵 P = (Pi i,j€E E) WA: 
Pij = 01, 如 i=0 
= Pu, inito 
则 状态 0 为 吸收 态 。 下 述 结果 是 熟知 的 : 
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(2.1.1) 引 理 ”对 每 iEE， 极 限 
To= lim P 
恒 存 在 ， 而 且 za=1, 
由 恒等式 
(2. By G>D 


ker 
立 得 A 
(12.1.3) 引 理 ”有 负 = xe, i21. 
(12.1.4) 定理 设 P= (Pi) 不 可 约 。 若 
Do Pi YSyi, i#0 
i€E 
有 满足 lim yi= co WA (gO ， 则 此 链 常 返 。 
证 设 (g) 是 所 述 的 解 ， 则 


DB, YKY, i€E, 
i€E 


进而 
E PP yy, i€E, n>1 
JE 已 
于 是 
N Ps. - i 
1=3) P+ > Pp 
ieo jeN+t 
N. ¿S CAR 
<>; Pip+ D) PP y;/ (nf g) 
imo jeN+1 >N 


E. as 
<> PP +y (nf go. 


先 令 mco， 再 命 N-~co， 便 得 
Tio= 工 i 0 
由 此 及 引 理 G(12.1.3) NLfs= 1, 1+0. 最后， 由 
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1-fë= D Pul- fD 


jx 
及 不 可 约 性 立 知 链 常 返 。 】 

(12.1.5) 定理 设 卫 = (Pi5) 不 可 约 ， 则 它 非常 返 的 充 要 
条 件 是 方程 


DPiyi=Y, 1i#0 
i€E 


有 非常 数 的 有 界 解 。 
E RERE, MAAR i+ 使 
fh= ro<1 
注意 me Et P = (Po 从 主 出 发 最 终 回 到 0 的 概率 ， 因 而 
S, Byrn= mo iEE. 
i€B 
由 此 及 ”ruo= 1， 便 知 护 = zw，iE 玉 是 满足 条 件 的 解 。 
反之 ， 设 方程 有 非常 数 有 界 解 。 不 失 一 般 性 ， 可 设 
Yo=1, 0<Y<2, i€E, 


则 
> Puui=uo 
J&E 
i€E, 
进而 
Po< 5) Pipu<u, 
i€E 
i€E, n>1. 
命 n 一 co， 便 得 
LY, İCE, 


由 于 {yi} 是 非常 数 的 ， 故 存在 i 了 0 使 fo<1 或 yo>i. 在 前 一 
种 情况 下 ， 我 们 有 ma <l, 在 后 一 种 情况 下 ， 以 {2-4} 代替 
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{y;}， 我 们 可 得 到 同样 的 结论 。 故 仿 定 理 〈12.1.4) 证 明 的 最 后 
一 步 可 见 链 非常 返 。 】 
现在 转 来 讨论 正常 返 性 ， 
(12.1.6) 定理 iz P= (Pj) 不 可 约 . 若 方 程 
D> xP = x;, jEE 


i€E 
BME Dx <oo 的 非 零 解 ， 则 此 链 正常 返 , 反之 , 仅 当 P 
正常 返 时 ， 
(> P<t, jEE 
Lan jEE; > xo 
FHERR. 
证 “无妨 设 链 了 为 非 周期 的 ， 
则 定理 的 结论 容易 由 如 下 事实 导出 ， 
lim Pí? = x;, jEE 
存在 且 与 i 无 关 , 或 者 z EKITE, RAL ESFTE. |] 
(12.1.7) 定理 设 P= (P.D, w BI 


[2 Pij yi<Y -1, i#0 


ksi iCE;, > Bimas: 
i. 
有 解 时 ， 链 尸 是 正常 返 的 。 I 
证 设 链 卫 正常 返 ， 则 由 定理 (2.1.23) 知 ， (ua, ICE) 
有 限 且 满足 
> Pij am na = 1, i€E, 


jei 


特别 地 ， 取 
Yo=0, Yi= Aio 0 
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便 知 条 件 是 必要 的 。 
反之 ， 设 〈 贡 为 满足 条 件 的 解 。 命 
i= BD Pu y<o, 
yP =y, i€E, 


yno = 5 Pig, n>1, 


则 由 
nbs DD PP Pa 


es > PP y» 
[=] 


PR+ > Yi- DP 


<LI PR +y -1 
Ë GO HEREZA G WS n SB. mE 
u*5<0+422 Pm +u - n, 


进而 
font 二 > Po +g /n=1 
m noo, 4 
0 委 (L+A) ro 一 1 
于 是 
n>(1+N ->0 
故此 链 正常 返 。 1 
本 节 的 余下 部 分 讨论 Q 过 程 的 常 返 性 和 正常 返 性 。 
& Q= (qH E= (0,1,2, —-) EAS SF Q EBE, 定义 跳跃 
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EBE 
B= (-pqif/q, i, jEE, 
KRE q>, ICE, 
《12,1,8) 定义 HPH = (Pi((t): ij EE) 是 常 返 的 ， 
如 果 


IN Pu(Ddt= co, i€E 


或 等 价 地 ， 对 每 h>>0，P(h) 二 (Pij(h)) 是 常 返 的 。 
(12.1.9) 定理 Q= (qiy) 为 正则 、 FFER, M 
卫 伯 常 返 的 充 要 条 件 是 其 跳跃 链 PKR. 
üE? 由 [Chung，1，§10， 定 理 4 的 推论 1] 知 ， 过程 
P(t) 常 返 的 充 要 条 件 是 
Pi[X(。,w) 包 含 无穷 多 个 i 区 间 ] =1，iEE， 此 处 
PiL. ]=PL.|X0,0)=i], iE. 
由 于 正则 性 假设 ， 
Pilte = 0)=1, i€E 
其 中 re 为 过 程 X(t) 的 第 一 次 无 穷 。 因而， 上述 条 件 等 价 于 
PiLYn=i, i, 0. J]=1, iEE 
这 里 
Yn=X(ta), n>0, 
Tw 为 X(t) 的 第 nn 次 胱 路 时刻 《ro=0), 它 的 转移 矩阵 即 是 (Bwy)。 
因此 ， 上 述 条 件 又 等 价 于 (Pij》 常 返 . 1 
关于 正常 返 性 ， 问 题 并 没有 这 么 简单 。 
(12.1.10) 引 理 ”在 〈12.1.9) 的 假设 之 下 . 
lmPuGD =r; j€E 


存在 且 与 i 无 关 。 WE, RAD) zj=1， 或 者 2) zi=0, 


*) 另 一 证 法 见 (12.3.1) , 
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证 由 于 Puh (h>>0》 是 不 可 约 、 非 周期 链 ， 因 而 所 

述 断 言 易 由 
lim Pu (t) = lim Pi (nh) = lim PP h) 

mu. 1 Ç s G. 

下 面 ， 我 们 讨论 几 个 很 一 般 的 结果 。 

(12.1.11) 引 理 设 P() 是 满足 向 前 方程 的 q 过 程 ，/ 为 
PORK o 有 限 不 变 测度 ， 则 

(12.1.12) 对 每 4AEZ: (A) <o, sup q (z) <ç, 有 


| oran=o， 
of 一 qax, du) f G) - q GD) Í (a) 
或 等 价 地 ， 
G2.1.13) | ampycoac 
=| taxz) |aeanfo, f€ z, 
证 由 
u (A) -[uaoPa,z, A, t>0, AE8, 
得 


+ | ram f(x) = | em fea, z,dfQp, 


14>0, f€ rbs. 
另 一 方面 ， 由 向 前 方程 得 


| u (dz) P Q, x, A) = | dx) | Pa, dpf, 9 d 








u (dx) 
r | A+ q(x) * 


综合 上 面 两 式 得 


417 











a ie. qr, dip (dz) 
Bar uao, PFS pE i 


4 u(A)< ok}, 
Í, u (dx) 
使 用 单调 类 得 
| eeaco=| uyaca, A5, 


由 此 立 得 第 一 式 ， 再 用 一 次 单调 类 定理 得 第 二 式 。  - 了 
(12.1.14) 引 理 EPO 为 满足 向 前 方程 的 q 过 程 ，/ 为 
(E,2) 上 的 o 有 限 测 度 。 若 (12.1.12) 或 (12,1,13) 之 一 成 
立 ， 则 
AMAP(D , 1>0. 
证 将 上 述 引 理 之 证 倒 回 去 ， 得 


= qx, dy) 
(A) = fraw» jas TO + P u (dx) 


14>0, AEs. 





= [uav | a, d). 


AO aitaa)’ 


z 822 
A+q(X) ” 





E ña CE A= | udara Sun, 


那么 


a PADAPA Q, z, ALHA), 
. [ua apesu4, x, A) 





=f naw | pea, zan | gudo, | na 


qax, dy) , +Í À 
< van[ gea A +qG) ¿(dz À+ q(x) 
L(A), 


à 
A+q(x) 


n 





故 
AAAP(D 。 1 
(12.1.15) 定理 ZPO 为 满足 向 前 方程 的 不 断 的 9 过 
B, /为 概率 测度 。 则 /为 P(tb) 的 不 变 测度 当 且 仅 当 (12.1.12) 
和 2.1.13) 之 一 成 立 。 
证 由 引 理 (12.1.14) 得 


uA > | uc PO, x, A, 1>0, AEs. 


着 有 某 4>>0 和 A4 使 上 式 的 “>” 成 立 ， 则 由 
1=4(A) + 1(A) 
> | dx) PQ, z, A) + af nu (dz) PG, x, AC) 
S 
SRTA, TI 
KA =4| pW PO, =, A, 1>0, AES. 


iB PG, x, 4) 关于 的 连续 性 和 控制 收 敏 定理 知 | (da) PE, x, A) 
关于 连续 ， 故 由 上 式 及 Laplace 变换 的 唯一 性 管理 立 得 


uA) = [uta Pt, x, A , t>0, ACs, ` 1 
(12.1.16) 定理 i Q= (qy) HEN, TTAN Q EH, 
则 P《b) 为 正常 返 的 充 要 条 件 是 方程 


(12.1.17) J) Xiqi=0, jEE. 


有 唯一 可 和 的 非 负 非 零 解 (不 计 常 数 因子 》。 
证 先 设 卫 (办 正常 返 ， 则 由 G2.1.10) 知 
lim'P;;(t) =z;>0 
ma 
i 2 xi=1. 
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相应 于 离散 参数 情形 ， 我 们 有 
Nj= > TiPi (t) 


再 由 定理 G2.1.15) 得 
> xiqi=0, jCE, 


因此 ， Go 是 方程 02.1.17 的 一 个 解 。 
今 设 《Xi) 为 方程 (12.1,17〉 的 可 和 的 非 负 非 零 解 ， 不 失 
一 般 性 ， 可 设 
J, xi=1, xi>0, i€E, 


使 用 定理 〈12.1.15) ， 我 们 得 到 
1 = > xP, (b), t>0, jEE. 


m t>o, 得 
0<xj= zj 
这 不 仅 证 明了 Pb 是 正常 返 的 ， 而 且 证 明了 〈12.1.17) 的 解 的 
唯一 性 。  】 . Í 
(12.1.18) Æ 关于 正常 返 性 ， 定 理 (12,1,9) 的 相应 的 
结论 不 真 。 I 
取 


Di>0， 这 1 $, Pi=li 


Bu= pi i21, P. = 1, 1215 
五 5 = 0, 其 它 情 形 。 
BA, P=- P 是 正常 返 的 。 它 有 唯一 的 平衡 分 布 
Xo0=1/2, xi= D1/2, i>2. 
今 取 =T>0，qy= gjBPy，i 关 j。 则 @= (Q) 有 界 ， 从 而 Q 过 
程 唯 一 。 由 定理 〈12.1.16》 知 ， 若 卫 (t)》 正常 返 ， 则 
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x; q; = > iqi; 


iw; 


从 而 对 每 j>1, 


Xti= 2) Xi Mi Pj= Zumi 
即 j=Xo， 这 导致 本 Xj= + co 而 与 (12,1.16) H. HPO 


不 是 正常 返 的 。 
反 过 来 ， 我 们 选 一 个 P(t) 正常 返 而 胱 跃 链 非 正 常 返 的 例子 
如 下 ， 取 保守 生 灭 @ 矩阵 
a=b, i20, b,=0. 
则 由 定理 3.2.20 ZAQ 过 程 唯一 。 最 小 生 灭 过 程 总 是 可 配 
称 的 ， 它 有 配 称 列 





b,b,::: bi, 
aa, Gi 


这 样 ， 我 们 可 取 boo, i 

2: m=1+b, $ <o, 
于 是 PP() 是 正常 返 的 . 但 Puis Pun=1/2 i>1,Po=1, #& 
五 非 正 常 返 。 】 


下 述 结 果 表 明 ， 在 特殊 情况 下 ， 两 者 还 是 等 价 的 。 
〈12.1.19) 定理 ”如果 保 守 、 不 可 约 @ 和 矩阵 @= (qu) 满 


M =l, Mi= i>1 


足 
0<m<q<M<co，icPE， 
则 了 (正常 返 的 充 要 条 件 是 P 正常 返 
”证 因为 @ 和 矩阵 有 界 ， 从 而 正则 。 注 意 方程 
S rqi=0, jEE 


BERRE G) 与 方程 
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n =>; LiBPis, jEE 
的 非 负 解 《pi) 有 如 下 一 一 对 应 关系 
Lj = iqi, jEE. 
于 是 两 者 同时 恒 为 零 或 同时 重大 于 零 ， 然 后 ， 利 用 
> xr; < > u;<M > xj, 
定理 (12.1.6) 和 定理 (12.1.16) 立 得 所 述 结论 。 1 
我 们 已 经 看 到 ， 一 般 地 说 ，P(t) 的 正常 返 性 不 能 用 完全 
刻 划 ， 这 就 需要 新 的 判别 准则 。 下 述 结果 ER SO 定理 
9.4.1] 的 特例 ”。 
(12.1.20) 定理 设 @= (qu) 为 正则 、 不 可 约 Q@ 和 矩阵 。 
则 P(t) 正常 返 的 充 要 条 件 是 方程 
(12.1.21) z] Su uti ,iEE~{io} 


iznio fi 
有 满足 条 件 
(12.1.22) J) Qi xj<o0 


的 非 负 解 《x iHi) 。 此 处 入 为 巨 中 任 一 图 定 元 。 

(12.1.23) 推论 条 件 (12.1.21) 和 (12.1.22) 可 以 分 
别 换 成 

G2,1,24) Darl, iti, 


(12.1.25) | D qi ixi | <. 
证 在 定理 中 ， 补 设 ze= 0， 便 得 推论 条 件 . 反 之 ， 若 (12。 
1,24) 成 立 ， 则 


*) 参考 注 (12.1.26) 。 
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D Sua l<5 Si x+ l <e, i#i 
A q t SD q ta Se 


从 而 〈12.1.21) RYZ., W G2.1,25) 成 立 ， 则 必定 有 
21 qu i< 


这 当然 也 导出 CG12.1.22) 。 1 
《12.1.26) 注 在 上 面 所 引用 的 书 中 ，《〈12.1.。20) 的 陈述 
中 施加 了 常 返 性 的 前 提 条 件 ， 但 在 我 们 的 情况 下 ， 这 是 多 余 的 。 
今 证 明 如 下 ， 设 Gu) 是 满足 条 A (12,1.24) 和 (12,1,25) 的 
非 负 解 。 定 义 
1, i*i; 
> uitis i=i, 
则 
Cit >; quu;<0, iCE, 
í 


从 而 


u- >> 4 T -Wi-o)+ c ;cE. 








rZ; 
此 处 c= Gnf(c,/1, j€E) KX ceo。 于 是 由 比较 定理 得 
u- c> $} Pya (ci-hc), i€E, 


注意 正则 性 假设 ,4 D, Pu Q) = 1， 因 而 


u> DPydo, — i€E, 120. 


进而 
u> >) Pu Q) + Pu We 
isiç 
=4'+Pu Q) Cn- 1), 
即 
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hul + Pi Ccp- 1), iEE, 420, 
由 于 
lim APA) = lim Py(t) = zj= zi, 
可 见 
021+m (C, - 1) 
这 表明 mio 关 0。 1 
下 面 ， 我 们 将 讨论 几 种 特殊 Q 过 程 的 常 返 性 和 正常 返 性 。 
为 此 ， 我 们 需要 如 下 简单 结果 : 
(12.1.2 3E 设 qi) 为 正则 、 不 可 约 @ 和 矩阵 , 则 (qi) 
过 程 常 返 的 充 要 条 件 是 方程 
(12.1.28) xi= X) Pu xr, 0<<x<1, iEE 
ka jg 
对 于 某 个 固定 的 和 (等 价 地 ， 对 任何 jj) 只 有 零 解 。 
证 由 定理 (12.1.9) 和 (2.1.22) ， 我 们 只 需 证 明 引 理 的 
条 件 等 价 于 方程 


《12.1.29) x=) Pa x+ By, ICE 


的 最 小 解 X? = 1, ICE, $Ù (12.1.28) Æ (12.1.29) 的 齐 次 
方程 ， 而 且 (y:=1，iEE) 总 是 方程 〈12.1.29) 的 一 个 非 负 解 ， 
从 而 最 小 解 x; 二 1，iEE。 利 用 这 些 事实 容易 导出 所 需 结论 。 
(12,1.30) 定理 设 (qi) 为 〈3.2.10) 所 定义 的 单 EQ 
和 矩阵， 再 设 它 是 正则 、 不 可 约 的 。 则 Q 过 程 常 返 的 充 要 条 件 是 
S P=, 


to 


其 中 Fo 的 定义 见 (3.2.12) 。@Q 过 程 正 常 返 的 充 要 条 件 是 
izp (Za) /(X re )|<=, 
其 中 
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d,=0, 


kei 
d= (1+ gPa )/asa. k>0. 
特别 地 ， 对 于 生 灭 过 程 ， 常 返 的 充 要 条 件 是 
正常 返 的 充 要 条 件 是 : 
bb 
i < 


证 “为 证 前 一 断言 ， 我 们 只 需 证 明 方程 (12.1.28) 有 3 
解 当 且 仅 当 D? FP<, WMj=0, MYE (12.1.28) 有 非 
ELERE 

z= Pam, m =1, i€ E 
有 有 非 负 的 有 界 解 。 但 此 方程 的 解 唯一 ， 它 就 是 


Xo =1 = x, 


Z -%-(5 Qi G-a) +n, aa. 


isl 
i21. 


显然 是 上 升 的 ， 这 样 ， 问 是 归结 为 (Xi) 是 有 界 的 当 且 仅 当 
5 F<, 注意 


i ~ ~ i= ~ ~ 
D q Gae => q Xi- zp ， 


jel 


从 而 


ia 
E CZ, - 2) + i> 
sor Tiiti Cra í Qi 人 


这 表明 G= Z. : 121) 是 方程 


~ ~ 
Xiz Xi= 
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q? qt 
z=), 2 zi + 2- , i21 
fæl Qiitt qi.) 


的 非 负 有 限 解 。 另 一 方面 ， 此 方程 的 解 也 是 唯一 的 ， 它 即 是 
Zi =g /qn, 


z= > P/d Z +S diuin, 这 1。 


使 用 归纳 法 易 证 
Zr=F? , i21. 
综 上 所 述 ， 我 们 得 到 
Xo=X =1=F%% 
` Fa- TFP, izl, 
这 当然 导出 所 需 的 结论 。 
为 证 明 第 二 项 断言 ， 我 们 使 用 推论 (12,1,23〉, 并 取 j= 0. 
ik (ui) 为 满足 (12.1.24). 和 《〈12.1.25》 的 任 -- 解 ， 则 使 用 
Abel 变换 得 


Qua (Upri— uk) +1 





kl 
= Ddu 和 二 > QuiUi— Ah, hayuh + Qh 
i iso 


<J, qu (u-u) 


jao 
ket 
= > qP CGuja-up 。 
iep 
r k= Ug- Un KK 过 0， 则 由 上 式 及 归纳 法 得 
(12.1.31) WSF v- di, k=>0, 
从 而 


: 
OSU = 2; Vi+ uo 
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k t 
<( > FP )o ~ 32 dit 
lo is. 
k u 
<( roju- Dd. 
(i= t= 


Wit, d&u <o, RZ, md<o, 我们 取 
Us=0, cc>u,>4, 
(12.1.32) 
Uist =Ur+ F u,- dr, k>1, 
则 自然 有 
|> gum | =qatu <o, 
对 每 Ek>0， 我 们 有 


1 +GQhhsl (Ukar — Uk) 
ee da+1 


Sa F, — Sava, 


tei 


=> gP, F Pu- dO) 
sm0 
k-i 


m b2 qP Chisi- u 


=o a 
4-1 


= > qu Cus- up 


mo o, 


Bp Dawu+1=0, k>0, 1 


本 节 的 最 后 一 个 问题 是 讨论 多 维 Q 过 程 的 常 返 性 和 正常 返 
性 。 这 里 的 想法 与 定理 〈3.2.21) 是 一 样 的 ， 即 把 多 维 化 成 一 
维 。 为 此 ， 先 证 

(12.1.33) 引 理 设 (q) 2 (3.2.10) 所 定义 的 单 +Q 
EE., MEERE (12.1.24) 和 (12.1.25) HWi=0) 的 非 
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员 上 升 解 的 充 要 条 件 是 : 
(12.1.34) d =supds / F <o, 


此 时 ， 由 《12.1,32》 所 定义 的 Wi》 (其 中 d 改 用 4) 便 是 满 
Æ (12.1.24) 和 (12.1.25》 的 一 个 非 负 上 升 解 。 

证 引 理 的 后 一 断言 可 由 前 一 定理 证 明 的 最 后 一 部 分 看 出 。 
这 同时 证 得 充分 性 。 为 证 必要 性 ， 只 需 注意 (12.1.31) 依然 成 
立 ， 然 后 由 Wi 的 上 升 性 知之 0，k 宇 1。 从 而 

4 <sup (d, Z/F;°)) <, 


> qu | [u< 1 


(12.1.35) Æ ”一般 地 ， 我 们 有 d< dg 。 对 于 生 灭 过 程 ， 
可 证 g< co 当 且 仅 当 d<, 

G12.1.36) 定理 ”使 用 定理 (3.2.21) 的 假设 和 记号 。 但 
RRE = (0), Er (k>1) 为 有 限 集 。 再 设 (q(x, y) 和 


(qs) 都 是 不 可 约 的 而 且 (Q) WENK. WEIZ = oo, WI 


a, D AERE W HL d <o, W| 〈g(xz， 切 )》 过 程 正常 
返 。 
证 为 证 常 返 性 ， 由 引 理 〈12.1.27) ， 我 们 只 需 证 明 方程 
u(x) => P (z, p) uy) , 0<uG)<1, z€ E 


s~o 


只 有 零 解 .此 处 ， Pæ, y) 22 a, y) KIRE., 现 
在 ， 我 们 可 以 使 用 类 似 于 定理 (3.2.22) 的 证 法 。 设 (u) ， 
XEE } 是 上 述 方程 的 任 一 非 零 解 。 命 

Us=Imax {w(x): XEE, } , k>0. 
则 存在 Xx" CE, 


t =u(0) , ur=u (z) , k>1: 


=W- = 





于 是 
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Qoo = q(0)u (0) "246, WD uy) 
<> (0, Y) u= gat 
34 k21 时 ， 使 用 证 明 (3.2.28) 的 手法 ， 可 得 
q (XH, 0) ust XE a ee, D ) Gu up 


iei \s€E, 


<> q G, g) (Ursu), 


v€@E,,, 


XRH ut, mE 


k- 1 
Qa + D) Gu Gu uj) S<q.ka CUssi~ UA) ， 


k>1, 
故我 们 总 有 
quus < qriui, k>0. 


iwo,k 


于 是 ， 由 引 理 G12.1.27) 、 (3,2.7) 和 定理 (12.1.30) A 
由 =0， 这 0， 但 这 矛盾 于 u(x) +0 的 假设 。 ; 
为 证 明正 常 返 性 ， 使 用 推论 C12.1.23) ， 我 们 只 需 证 明 


D q, Puy +1<0, z=0, 
|> q0, puly) |<% 


有 一 个 非 负 解 。 设 (Ws) H3 12.1.33) 中 所 构造 的 解 Ü 
取 

U(x) =u, 如 XEE:, k>0. 
如 X 关 9， 则 必 存 在 某 k， 使 xEEs， 于 是 


>; ga, g) u GJ) +l 
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tet 


=-), >) aG, ppQa-up + 22 qG, p) + 


iso GB; EEL41 


° (Urgı— uk) +1 
kea 


<-> qu Ga-uj) +qQua (Urg Ws) +1 
í. 
= quui+1<0, 


而 
>, a0, puy) =>) 40, Y) u, =qau 
n; res, 


有 限 ， 故 我 们 已 构造 出 所 需 的 解 。 了 

《12.1737) 例 应 用 定理 (12.1.36) ， 客 易 证 明 有 限 维 
Schlögl 模型 《 见 (3,.2.31)》 是 正常 返 的 。 由 于 单 物种 自 催 化 模 
型 (3,2,29) 和 Lotka-Volterra 模型 均 含 有 吸收 态 ， 易 见 它们 
都 是 非常 返 的。 至 于 Brusseltor 模型 ， 定 理 (12.1.36) 的 方 法 
失效 。 


§ 12.2 可 配 称 马 氏 链 的 常 返 性 


it Œ, Xa, Pu) 是 取 值 于 离散 状态 空间 的 马 氏 链 ， 过 程 
{ 和 js。 具有 转移 概率 矩阵 卫 = (P) 。 称 它 是 可 配 称 的 ， 如 
果 存 在 正 数 序列 m GCE)”, 使 得 š 

(12.2.1) xP; =z;jPi, i, jCE, 
对 于 连续 时 间 参 数 的 马 链 ， 可 类 似 地 定义 相应 的 可 配 称 概念 。 为 
研究 它们 的 常 返 性 和 正常 返 性 ， 可 先 将 它们 分 解 成 若干 不 可 约 子 
链 ， 然 后 逐一 考察 每 一 子 链 的 常 返 性 和 正常 返 性 。 这 样 ， 我 们 可 


° ”假定 正 性 也 是 由 于 链 可 分 块 。 
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以 、 站 将 假定 链 是 不 可 约 的 。 此 时 ， 若 不 计 和 常数 因子 ， 则 配 称 列 
G) 是 吻 一 的 〈 参 考场 论 ) 。 不 论 是 离散 参数 还 是 连续 参数 
的 ， 正 常 返 的 充 要 条 件 都 是 配 称 列 可 和 各。 因此， 问题 在 于 ， 对 于 
不 可 和 情形 ， 链 是 否 常 返 ? 利用 定理 12.1.9) ， 我 们 只 需 研究 
离散 参数 情形 。 

本 节 的 县 的 就 是 研究 离散 参数 、 不 可 约 、 可 配 称 马 链 的 常 返 
性 。 我们 将 先 给 出 非常 返 性 的 Royden 判 准 ， 而 后 给 出 它 的 一 系 
列 应 用 。 包 括 证 明 关于 常 返 性 的 Nash-Williams 定理 。 之 后 ， 我 
们 将 给 出 非常 返 性 的 另 一 判 准 。 我 们 也 将 给 出 一 些 例子 ， 说 明 这 
些 判 准 是 有 效 的 。 

(12.2.2) 定理 i (E, Xa, Po, 1) ERTA ER 马 
链 ， 则 它 非 常 返 的 充 要 条 件 是 存在 实数 Wi G, JEE) ,使 得 

G) u = -Uis 

GD 存在 EE, $ J uto 

> ui=0, izi,s 
Gü) X) w/a: <o. 
此 处 约定 0/9 = 0; zZ 0 =co, #z>0, 而 
ai= AiPi，i jEE. 
(12.2.3) 物理 解释 


用 长 度 为 1 的 管子 将 CE 连结 起 来 ， 称 i 为 结 点 。 BENi 
到 j 的 管子 的 截面 积 为 ai;y。 阔 设 连结 i 的 管子 的 截面 积 的 总 和 


m= > aijo. 
假想 液体 从 某 jaE 五 、 以 固定 的 速度 流入 上 述 系统 。 假 # 液 


体 是 不 可 压缩 的 而 且 不 能 从 任何 地 方 跑 掉 。 现 在 ， 假 定 液体 已 充 
满 各 个 管道 。 并 用 Wi 表示 从 i 到 了 的 流量 。 由 不 可 压缩 性 ， 我 
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MER U= Q un, >= 0， 议 各。 但 由 假设 ， 2 tto. 


在 ;与 了 之 间 液 体 的 质量 是 ay， 从 而 ,由 i 到 j 的 流速 为 Wj/as。 
液体 的 总 动能 为 
Ui; V: 2 
> Gij ($) = > u; Za. 
基于 上 述 解 释 ， 我 们 可 把 满足 条 件 G) 和 (i 的 wy (i, jEE) 
称 为 一 个 流 ， 而 把 上 面 的 和 数 称 为 这 个 流 的 动能 。 这 样 ， 判 准 
(12.2.2) 可 以 解释 成 : 链 非常 返 的 充 要 条 件 是 :存在 一 个 具有 
AR ( 动 ) 能 的 流 。 
定理 (12,2.2) WER: (D 充分 性 。 不 失 一 般 性 ， 可 设 
Ti = 1。 
命 
H= {v; v= (v1) 满足 (让 ) } ， 
<o, W= 2 binu Z aq, 
则 五 是 一 个 Hilbert 空间 。 定 义 
D=S%;aqa, i, j, kEE. 
则 
<l, l= nd, i, jEE, 
从 而 WEH GEE) 、 这样， 条 件 Gi) 可 以 改写 成 
‘lo, w0, dh, uy=0, itie 
“再 命 
H,= {WEH， 4 满足 条 件 〈i) E. 
do, uy=1, cE, uy=0, iti}. 
显然 H, 是 一 个 非 空 凸 集 ， 易 证 它 还 是 完备 的 。 往 证 存在 唯一 的 
wEH, 使 
(12.2.4) lwl =inf { |o]: vEH } 
为 此 , 记 8=inf { vvEH。} 。 选 {120)?CH。, 使 
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llo] | 一 >5。 由 平行 四 边 形 法 则 
|| pi) 一 2 12=212cmw ?2+2 [59 l iz Te tym [ 


| 
<2 | pe || 2 + 2 || 2 1:- 46—5>0, m, n—co, 
从 而 {2")? 为 Ho 中 的 Cauchy 列 。 由 H, 的 完备 性 知 ， 存 在 
wEH,, E 12.2.4) 成 立 。 这 样 的 2 必定 叭 一。 事实 上 ， 若 
BAw 满足 (12,2.4) ， 则 
lw -wzw ls+2lazol2-4| 二 co | 
<49-45= 0. 
RK, RINER: 
(12.2.5) w, w-e> =0, eEH,, 
Wvs=sw-e, RvA, Mz 4 
Wa-4o6l2= wl? vl- 2i w, v>» 


= wt 


=2|v™ 2+2 p |- 4 | + (om +y) 











loe 2 fel 
特别 地 ， 取 4= oo, 90/92, WB 
Di _ <W, v> r T <w, 02 
1zh= | w- | e- -es w 


这 表明 XE 吾 。 由 此 易 证 EH。。 进 而 

lws zes ol. 
故 

“QD, t0— e> = 40, v=0, 

现在 ， 我 们 要 利用 2.2.5) 来 构造 Wi GEE) 使 
(12.2.6) aj; (W;- W) =W, i, jEE. 
Wi,= 0. 

类 似 于 § 10.1 所 讨论 的 场 论 ， 将 W. 理解 为 在 点 i 处 的 势 , 那么 ， 
对 于 从 ji 到 i 的 任 一 条 路 >iu->…>is=i， 自 然 应 定义 沿 这 条 
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路 所 作 的 功 为 《注意 与 $ 10.1 不 同 ! ) 
dd A 

W; tist 
为 证 明 这 确实 给 出 了 一 个 势 函数 (Wi: i€E) ,我 们 还 需 证 明 W 
的 取 法 与 路 径 的 选择 无 关 . 为 此 ， 设 

了 下 
是 任 一 条 闭路 ， 无 妨 设 jj，…，j-: 各 不 相同 ， 我 们 需要 证 明 

Wis ik, 
.2.7) — = 0. 
(12.2.7 > “Pam 0 


SEX fi): 


1, 如 k<ns 
faba "= "fa h = { 0， RE. 
那么 
Š < 六 u <. Wiiss ie 
<, W= 一 — 一 一 -一 一 
f ` Zayn tao Qipi 
s=t qp 
=2 Ie lips 
> i ñ Ç 
这 样 ， 为 证 〈!2。2.7) , RRE <f, w = 0。 但 是 


<Í, ty > A KEA -5 bs ik 


ico Qis ip ioo G, 
=0, €E, 
‘f, P<. 
RAH f+wEH,, # 
tf, Wwa- w, w- (f+w)=0. 
现在 ,由 12.2.0 得 
YaoWi=y> waw, =l, 
从 而 
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(12.2.8) W= (W,: iEE) 非 零 。 
再 用 一 次 (12.2.6) : 
m, PyWi= X, wi+ WB) Gu 
| = iiD, l> rW. 
可 见 
(12.2.9) Wi= >` PyWi, ii, . 


2 
(12.2.10) D) aW- Wp: = > t<. 


我 们 将 利用 〈W,) 的 这 些 性 质 来 证 明 链 的 非常 返 性 。 
反 证 之 ,假定 此 链 常 返 . 命 
T=inf ( n>0; X,=i,) 
W ACE, @ 
API? = dijs aP? = Pu, Pip = P'IX,= js X,, Xn. GA) 
于 是 由 (12.2.6) 和 (12.2.9) 得 


Wi= > P, W; = >; Py > PiWi 
mie isig iw 


= uP Wj= …= > aPP Wi 
o 


=E' [W(X,) , n<TJ 
= E: [W(Xa,r)], n>1, i#üš, 
当 i= 计 时 ， 此 式 平凡 ， 故 我 们 总 有 
(12.2.11) W.=E: [W(X.,.r) 1, n>1, 
进而 ， 若 记 84= c (X, 7 和 2)， 则 由 强 马 氏 性 
E'[WC(Keas yAT) | Faar] 
Xart, 
=E “[W(X,,r) 1 


= DPD) Ix r= ELW (XAT)] 
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= >)Iixr-nWy 

=W (Xar) , n>1, iEE, 
这 表明 WCXinr) 是 P: 8, ÈRE 12.2.1) MARAE, 
便 知 

(12.2.12) lim W(XinT) =0, a.s, 
今 命 


gú= E: > I (X. =¿a<T; |. i, jEE 
则 由 常 返 性 假设 ， 
gu = 立 ,pP<o， isis Sui = 
易 证 
mgu= mg, i, jEE, 
EWE: Jagu, iCE, 4 i=i B, 此 式 平凡 。 Fiti, I 
gn= 5 PitX,=i, n<T] 


=>; > P'[X,=i, s<m, Xn=i, X,= i, n<T] 


= > $i i.i} PPPE 


=o me 


= 2; Su, PP nPE 


SDa Pp >P <gu, 


综合 以 上 事实 ， 得 
E'((W)X,,r) -W(X 


kl 


Bi 
TE |E WC) -Wan ] 


jmo 


436 





WAD = WX; | 


" 
~ — 


ETWA ce- WAnD | az]) 


"I 
x 
aM 
J 
2 
> 
' 
" 
š 
~ 
£ 
a 
I 


-W° | Sen] 


> JE: n OX AT = Li<T; E'[ (W. — W 2, Xu+naTr 


IEE mEE 


=ml Xnr=D| 


=> Pin (Wa- WD:E’ [> Ix; =< T) ] 


l,mEB 


=>] gu > Pi. (W.- Wp: 


IEE neE 
< gu/m > TIP (Wi- Wn)? <00, 
Lm€eB 
从 而 
sup ELW Xnr) - W(X) <, i€E, 
特别 地 ， 取 i= 记 ， 得 
sup E: [W (X, r)21<oco 


这 说 明 (W(XinT)*: k>0) 是 Pio Fk, ME 


LPi 
WX, r) -人 k P wxn = 0 


supE io [W (Xx r)2]= E's [W(Xr)2]= 0 


故 W (Xar) = 0，K>>0，Pi。- Q.S。 由 于 链 是 互通 的 , 故 W = 0。 
这 矛盾 于 〈12.2.8) 。 
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(CI) 必要 性 。 
设 (Xn)s>o 非常 返 . 命 
Wi= PURE n>0 fË X=i. J 
我 们 将 证 明 : 
Uij=xPi; (Wi-W;) ， i, jEE 
满足 条 件 O, 和 dD. © BAH. EF GD, R 
需 注意 由 非常 返 性， 
Di= mo DP (Wi -W;) 
=m (1-W)) >0, 
D uós=m (Wo D> IP Wp =0, iZ. 
往 证 Gü) 。 设 下 为 包含 记 的 任 一 有 限 集 , wi F*=F-{i}, 
定义 
Wi= P'[#r# n>0 ë X, = 加 且 对 每 m<n, XEF] 
那么 , 由 wi = D Pinu; = > Piwj，iEF*， 得 


ier” i 
> > Piy GD — 1w))? 
iep® TCE 

=), X, m P. Got ~ 01) 
np” s 
另 一 方面 ， 
1= wi>w>w;=0, iEF, j¢F 
从 而 
> mrPy (w: - w)? 
iep’ EB 
=> > mP (zD; — w) 
i€F® JEP 
PC 
ier?’ 
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<> NPs, (Wi -Ww Sn 
ier’ 
ME, ¿EF E. WEF t E 3 AE OS J w. IJ limui”= Wo 
论 五 。 于 是 由 前 段 所 证 和 Fatou 5|#E, 44 
>i Dy mPy (Wi~ Wp*<xi,, 


Ir es 
进而 
> mPa (Wi- WDO, 了 


iEB 
(12.2.13) 例 二 维 简 单 随机 徘徊 
Pj= I 1/4, m li-jl=1 


0, 其 它 
是 常 返 的 。 
RA, P= (Pi i, JEZO 是 可 配 称 的 ， 且 配 称 列 是 常数 。 
无 妨 取 


m= 4, icz? 
那么 
1, 如 1j-i| =1, 
Qij = TIPi = 
IETEN | 其 它 。 


取 Ao= {(0，0) }， 视 之 为 流 UD 的 源头 。 记 4 为 边 长 
是 2n、 中 心 在 《0 ，0 ) 处 的 正方 形 上 的 整 点 M1). #A 
CAn, Anpil] 表 连 接 An 和 Ar (>0) 的 8m+4 条 边 《 即 管 
子 》。 当 n 之 1 时 ， 
0= > Wij 
i€A, vi€2? 


ed > Wij— > u. 
š tii) € lAn A, 1 





5 n20 无关。 无 妨 设 c>0。 由 初等 不 等 式 
(Eeey<(E= 2) 





得 
Aa ip uN: 
(È, CA ed ) (Z ta T Vai va ) 
z 地 | 
(2 4 hz Gu X, t; Ees S } 
n>0. 
于 是 
apea G >>(> tha ns Gi ) 
< 2 -1 
>>:(> w Y (> as ) 
mm0 EDE UA, A, GDE LA, Aaga) 
eS i 
se gmr e d 
关于 三 维 情形 ， 见 (12.2.28) . 
it (E, Xn, aú) 是 一 个 可 配 称 马 链 ，a 为 任 一 实数 列 ， 满 
足 ~ ~ ~ 
0 <ay<ay, ay=ay, i, jEE, 
命 


Z= (i€E, m= Ty>0). 


再 设 六 为 取 值 于 也 、 具 有 转移 概率 
Pj= ij/ 
的 马 链 。 称 QE, X,, ap 35 (CE, Xn a) 的 一 个 子 过 程 。 由 
定理 (12.2.2) 立即 可 得 
(12.2.14) 推论 ， 常 返 可 配 称 马 链 的 子 过 程 也 常 返 。 
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下 面 的 结果 属于 Nash-Williams[11, 
G2.2.15) 定理 设 E, Xna) 是 一 个 可 配 称 马 链 ， 
E= 51, AK> ERAF. BE 


keo 


i€ A, aoo => jE A+ M+ A, p>0 


>> au<co, k>0. 


i@A iEE 
此 处 约定 47'=$。 记 
tam: A]={6,)): i€ M1, jE AJ). 
那么 ， 只 要 
EF 0. 


keo G, peaz, 
此 链 就 常 返 。 
证 证 法 与 (12.2.13) FERU. MALK, THM 分 成 
两 部 分 ， 我 们 总 可 假设 人 = {1。}. 给 定 忆 上 的 一 个 以 i 为 源 的 流 
《Wij) ， 我 们 需要 证 明 它 必 有 无 限 能 。 为 方便 ， 无 妨 设 此 流 的 强 
度 为 1， 即 
Dj un = 1, >u; =0,i#i,, 


如 果 对 于 žk, D)  lujsl|= eo, MJ 由 Cauchy-Schwartz 不 


i@A', jer 
等 式 立 知 它 有 无 限 能 (参考 2.2.13) 之 证 》 。 因 此 , 我 们 可 
设 
22 lw <°, k>0, 


i€@A#,;@E 
然后 仿 〈12.2.13) 的 证 法 易 得 所 需 的 结论 。 】 
定理 (12.2,2) 有 一 个 单 源头 条 件 ， 即 条 件 Gi) . 这 常 给 
应 用 带 来 不 便 。 下 面 , 我们 要 排除 这 一 限制 , 得 到 更 好 的 判 准 。 
《12,2.16) 定理 定理 (12.2.2) 中 的 条 件 Gi) THR 
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ay S >] > tj 


rr j 和 已 





<o DP) 


NEE 

证 条 件 显 然 是 必要 的 。 以 下 分 五 步 完 成 充分 性 的 证 明 。 设 
u) 为 满足 G) , GDA GD 的 流 。 

(a) 先 证 :存在 ij € E, ë 

(412.2.17) Duo> D |> ul. 


为 方便 , 简 记 di= Duj, 如 有 必要 ， H (Cuy) 代替 Gap, 


我 们 可 以 假定 
(12.2.18) > ,di>0。 
BF DJA |<, 故 可 取 有 限 子 集 ICE， 使 
(12,2.19) X> d> $ lidl. 
í€ i iēl 
若 工 为 单 点 集 ， 则 结论 已 真 。 否 则 , 任 取 iEI。 再 取 1EI- (i). 
任意 取 定 一 条 从 和 到 1 的 路 j-i =l, 
并 命 
tj+tdiíi, WBi=i, j=iin, 0<k=<mn; 
Wj= d wj- di, i=in, j=ii, 0<k=<mw; 


Uij ， 其 它 情形 。 
那么 
di, izi,, ls 
{dtl izis 
Lo, i=l 


从 而 a = D>0, 
> d= d= Dd> D lidl- Kd: l. 
汉人 iel TEI Ër ier=1 


这 样 ,新 的 流 (zui) 依然 满足 条 件 O ,2.2.18) 8 (12.2.19)， 
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而 且 工 的 个 数 减少 一 个 。 由 于 我 们 只 改变 了 一 条 可 达 路 上 的 流 
量 ， 因 而 不 会 改变 有 限 能 性 质 ， 即 条 件 GH) 依然 成 立 。 如 此 继 
续 下 去 ， 有 限 步 必定 得 到 〈12.2.17) 。 
OA 2.2.) 中 的 记号 ， 我 们 可 以 把 问题 归结 为 寻找 
满足 
cl, w) = ,uy, iin 
Klio w < Bl d, w | 


和 条 件 (i) HwWEH, 事实 上 ， 由 前 一 式 得 到 
Q, u-w)=0, iZ, 
而 由 后 一 式 得 到 
Ki, u-40| 2 Kg uy |— | € Pe w) 
>| Ge sw) |- > i, w | 


rT 
= uv 一 2: >u I>0。 
; Ç T 


TA 2-0 满足 定理 《12.2,2)〉 的 全 部 条 件 。 
O HEFE O 中 所 需 的 2， 我 们 将 使 用 类 似 于 12。 
2.2) 证 明 中 构造 忆 使 其 最 小 化 H, 中 的 范 数 。 代 替 五 ， 我 们 命 
H(F)={vEH: (2 = cE,uy, iC F°), 
此 4k FSi H Eny t£—# BR f fE, W F°=F- (G). 我 们 将 记 wr 
最 小 化 囊 (F) 中 的 范 数 ， 随 后 ， 作 为 (wr, u>) 的 弱 极限 ， 
我 们 将 得 到 所 需 的 。 
与 先前 的 证 明 一 样 ， 满 足 
lwrll= inf (lll; p€ H (F)} 
存在 且 唯 一 ， 它 由 
Wer, Wr — e) = 0, e€ H(F) 
所 刻画 ， 出 于 WEH(F)， 从 而 
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lwsl<hul. 
对 于 一 切 如 上 的 下 成 立 。 今 取 有 限 子 集 序 列 记 EFntE,， 则 由 上 
式 知 lwr |: n 宇 示 是 有 界 集 ， 因 而 存在 弱 极 限 包 .显然 ，wEH。 
tE G) 而 且 
,Ww) = (l,i 
故我 们 只 需 证 明 ， 对 于 如 上 的 每 一 个 F， 
(12.2.20) |4 we] <> Ki wel. 
ier’ 
H wr= (Wj JEE), E: 存在 9: E>R, (ë 
(12.2.21) wi=@i (Pi~ p); 
(12.2.22) # E-F°Ł,p=0. 
与 前 面 完全 一 样 ， 使 用 场 论 的 思想 和 已 证 的 (c), RTTA a 
一 的 满足 2.2.21) 和 p= 0 的 函数 p。 为 证 所 造 的 函数 9p 满 
是 〈12.2.22》， 设 iE 瑟 -下 ， 并 分 两 种 情况 : 
Qa, >0. 
此 时 必 有 Wu = 0， 进 而 w = 0, ZM), FH 
~ 10， k=i, j=imk=i, j=ios 
Dus inu, WENE 
RE Gop ， 我 们 将 得 到 满足 © HWEHP), t [21 <o, 
而 导致 了 矛盾。 
@a; = 0。 
此 时 ， 我 们 引进 
us=e>0， G i, = C, 
uma, REREH. 
ELHET, A, AO mwr. SiE |toz|= horl， 因 而 由 
唯一 性 知 wr = wr。 这样， 由 已 证 的 加 ， 我 们 也 有 Wy Wy = 
=0， 进 而 p;= 0。 
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(d) 今 命 
T=inf{u>0, X ¢F*} 


gú= E| Sr, za] 


=> P'IX,= j, n<T], j€ F°, 


往 证 
i 
(12.2.23) 9i=9(i)= >g; x 
ier r 
(12.2.24) 2] 2>laósgia= <Ñ, Py, KEF’. 
igr’ jer’ 
首先 ， 我 们 有 


(12.2.25) gih= 0，iE 了 5 kEF® 
(12.2.26) ga- dis= X Puga= > Pig, 


i€F® 
k€F°, 
另 一 方面 ， 由 G2.2.21) 和 G2.2.22) 得 到 


H, wr’ = mpi- mY Pipi 
=P- x, D Pup; 


ier? 


从 而 


(12.2.27) p= D Pyp D, 
ier? > 


进而 ， 闭 记 (12.2.23) 的 右 方 为 9， 则 
E'L- p) (X... T)| Faar] 
= EX (9-9) (Kn)] 
= Plne: D Puo; w Qo 


ier” 
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= Dla” (qi— 9) 


= (9-9) Xnr), 
这 表明 (9 P) Xar), Frat, P) 是 著 ， 但 在 E-F* 上 ， 
p= ç =0。 故 得 《12,2,23) ,为 证 (12,2.24)， 固 定 kEF*， 
R Cj= aygan- gia) ， 则 由 


Daiga 


iErem{s} i 
=>) yD Piga 
iepent 
=>, gn 
iE *m{e} 
=>; Saigo 
ieFem{e i 
> Den= = 之 wm- = Dian lgu- gu) 
PENE 


=ar nall gk + D Prga] 
mys= <P,Py, 
另 一 方面 ， 注 意 cin+ cf= 0， 便 得 
B,D = DD cn 
jep? ʻEE 


-DE ont Der 


ier ier? iEF*iEF® 


= 2 De 


i€F® iEF® 


= > D ailga = ga] 


ser’ iEF® 


= > Daig. 


iEF iEF® 


此 即 是 (12.2.24) 。 
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(e) 我 们 使 用 (12.2,23) 和 (12.2.24) 来 证 明 所 需 的 
(12.2.20) .首先 ， 由 G2.2.24) 得 

> aigar k€F°, 
其 次 ， 出 (12.2.21) 和 G2.2,22) 得 

lo, wr) = - D aip G) 


ier’ 


再 用 (12.2.23) ， 便 得 
Klo, wry <> Dog Ftp 


ierte’ 


<> KE, wr. 


ker’ 
这 正 是 所 需 的 不 等 式 。 
(12.2.28) 例 三 维 简 单 随机 徘徊 是 非常 返 的 。 
证 取 


1 1 TRT Pen ; 3 
2 f -pP A2, án li- j| =1, i jE Z’; 


1 
: 【 0 , RÈ 
并 记 
Ni= G€Z°: |i- 计 =1)。 
显然 Gu 满足 条 件 GQ) ，、 当 jEN; 时 ， 


w= (r W) A2= eie) 


可 见 它 也 满足 GD 。 为 验证 条 件 〈i“， 设 M 是 中 心 在 原 点 ， 
边 长 为 2m 的 正方 体 ， 则 


DD 22 w00. 
iM Ni EM i€N; -4 
另 一 方面 ， 若 记 (Cse, e) 为 R° 上 的 坐标 基 ， 并 命 
g(e) = >) [f Ge+ ee) + f(x- ee) -2f 0] 
isi 
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此 处 了 为 x 邻 域内 的 调和 函数 ， 则 由 Taylor RRA 
g(e) = 壮 (AJes+ oh =o(e9。 


利用 以 上 两 个 估计 及 A( 荆 ) = 0 GO 58 Gb”, 1 


§ 12.3 补充 与 注 记 


定理 (12,1. 及 之 前 的 结果 主要 属于 Foster[1] 和 Kend- 
all[1]。 定理 (12.1.9) 和 (12.1.19) 取 自 吴 立 德 [1]。 定理 
(12.1.15) 及 之 前 的 两 个 引 理 是 新 的 ， 虽 然 某 些 特殊 形式 是 已 
知 的 。 注 2.1.26) 参考 了 Reuter[3]。 § 12.1 的 某 余 结果 属 
于 严 士 健 、 陈 木 法 [2] 。 
812,2 取 自 Lyons[1]。 
何 声 武 告知 笔者 如 下 有 趣 的 事实 ， 它 提供 了 定理 〈12.1.9) 
的 一 个 初等 证 明 。 
(12.3.1) 引 理 (R2E Q #EFE Q = (gE. W 
| Pupat= X; Pu Jan bjEE。 
... 
此 处 
p = fh 如 gi=0 
(1 - 5, )qu/q, WME. 
证 AF (PA) n ss 
Pua] Pu aa. 440 
因此 ， e s = 5 见 ， 对 于 固定 的 jEB,， 
f Pu(b dt UCE) 是 方程 š 


N= > Sit y, + i€E, 
k qi qi 
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的 最 小 解 。 但 
apadi Pi, icE, 
qi qi 


如 x= Ph  /qi, ICE, WJ 
sns, Bi z = D Biba” /gj =P,; /an 
故 
| Wat= a= DEI/ 1 


aml = 
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第 十 三 章 不 变 测度 


不 变 测度 的 研究 具有 重要 的 实际 意义 。 一 个 系统 是 否 稳定 ， 
取决 于 它 是 否 存在 平稳 分 布 ， 即 总 负荷 为 1 的 不 变 测度 。 本 章 先 
研究 离散 参数 马 链 、 既 而 连续 参数 马 链 的 不 变 测度 的 存在 性 。 最 
后 ， 我 们 将 研究 一 般 马 氏 过 程 的 另 一 类 不 变 测度 一 一 4, 不 变 测 度 
的 存在 性 问题 。 


§ 13.1 离散 时 间 参 数 马 链 的 不 变 测度 


设 Œ, Xn, Pu) 是 一 个 离散 参数 不 可 约 马 链 。 我 们 将 分 正 
常 返 、 常 返 和 非常 返 三 种 情形 研究 其 不 变 测度 的 存在 性 。 当 然 ， 
我 们 排除 恒 为 零 的 平凡 的 不 变 测 度 。 所 谓 唯 一 性 ， 仍 指 不 计 常 数 
因子 的 唯一 性 。 

由 不 可 约 性 假设 ， 若 Gu) 是 一 个 不 变 测度 ， 则 >o, 
i€E. 

关于 正常 返 情形 ， 答 案 格外 简单 。 

(13.1.1) 定理 ¿i (E, Xa P) RIA, EKB., 车 它 
是 非 周期 的 则 不 变 测度 存在 且 唯 一 。 它 就 是 

mi=lm pt , ijEE 
沙 它 是 周期 的 ， 则 存在 无 穷 多 个 不 变 测 度 。 

证 见 定理 (12.1.6) 。 】 

G3.1.2) 推论 ¿ië Œ, X,, P.) 不 可 约 、 非 正常 E, WJ 
它 的 不 变 测度 只 要 存在 ， 便 不 可 和 。 

证 也 见 定理 (12.1.6). 1 
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关于 常 返 情形 , 结论 可 在 许多 书 中 找到 。 此 处 ,我 们 只 列 出 结 
R. I 
G3.1.3) 定理 设 (E, Xn Pi) 不 可 约 、 常 返 。 则 不 变 
测度 存在 且 唯一 。 它 就 是 
Ti =1, 
m= Dp , ii, 
其 中 i 为 任 一 取 定 的 王 中 元 ， 而 P$ ARRIM 3, 对 于 每 
AcE, 
(13.1.4) 4P®=8;, 
AP = PI[X,= j, Ki, Xai € AJ, 
对 于 非常 返 情形 ， 情 况 远 为 复杂 。 请 看 : 
(13.1.5) 例 W Pia =p, Pi,。=1-~ Pp tiP20。 如 果 
(z) ，m = 1 是 一 个 不 变 测 度 ， 则 


imi 


m= II Ph, i>0s 
kag 
m=1= Dm- p) =lima- [[pa). 
kæ wes ke 


这 样 ， 存 在 《自然 唯一 | 》 不 变调 度 的 充 要 条 件 是 lm [p= 
0。 另 一 方面 ,本 ps 表示 链 从 0 出 发 、 前 n+1 步 不 回 到 0 的 概 


率 。 因 此 ， 条 伯 lim [pi = 0 等 价 于 从 0 出 发、 经 有 限 步 回 到 0 


的 概率 为 1， 即 等 价 于 链 常 返 。 这 样 ， 我 们 得 到 非常 返 不 存在 不 
变 测 度 的 例子 。 
(13.1.6) 例 RP. = p#1/2; Pi :=q=1-Dr i=0, 
tl 十 2,…。 此 链 非 常 返 . 假定 (G) 是 一 个 不 变 测度 ， 则 
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Qmrh+i 一 TU 十 TU_ID=0， k=0,+1,+2, + 
此 差分 方程 的 通 解 是 
Nh=C1(V/q) +c, k=0,+1, += 
这 样 ， 对 于 任何 的 c, G>, te=, (m) 是 一 个 不 变 M 
度 。 故 存在 无 穷 多 个 不 变 测度 。 
(13.1,7) 例 取 
P,=1/z,P, =1/2, Pe ri = Pu im 11/25, 
Pi = (21+1— 1)/2+,i= 1,2, … 
我 们 注意 ， 此 链 从 0 出 发 直接 跑 到 co 的 概率 是 


1/2T 2- 1) /2*12>0 


从 而 ， 链 从 0 出 发 、 有 限 步 不 回 到 0 的 概率 是 正 的 。 故 此 链 非常 
返 。 
设 (zi) 是 任 一 不 变 测度 ， 则 
1/27, + 1/87, = = mo 
1/27, + 1/87, + 1/167, = mi, 
Phos hrk- t Prois h-ki + Pho k-itk= Akis 
k= 2,3, ... 
由 条 件 z=1 得 z=4。 进 而 由 第 三 个 等 式 知 ，(7;) 是 唯一 决定 
的 。 为 证 这 样 迭 代 出 来 确 是 一 个 不 变 测度 ， 只 需 再 证 Gu) 是 正 
的 。 但 这 容易 由 ru>2>=m > 0 和 归纳 法 得 到 。 
在 给 出 非常 返 情形 不 变 测度 的 存在 性 判 准 之 前 ， 我 们 先 给 出 
一 个 必要 条 件 ， 这 个 条 件 有 明显 的 直观 意义 。 

(13.1.8) 定理 i CE, Xn Pu) 是 不 可 约 非常 返 链 。 无 
MR E= {0,1, 2…} 。 那 么 ， 只 要 存在 不 变 测 度 ， 必 定 存在 来 自 
无 穷 的 简单 路 径 。 即 存在 互 不 相同 的 1, b, … 使 

Pin D> 0, Pi, >0, eo. 
证 定义 对 偶 链 
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了 5 = ziPr/m, i, J€E, 
则 

Dp x : ¿1 

P; =x P; /m, i jEE. 


BDP US (rm 5) Pi <o, TRIBE, Xn Py) 
< < 


不 可 约 、 非 常 返 。 不 失 一 般 性 ， 可 设 此 链 是 非 周期 的 。 那 么 ， 对 
于 几乎 — DJ o, Py Pz (ws ze ，… 全 都 是 正 的 。 另 


ROIR AOL 

另 一 方面 ， 由 于 链 是 非常 返 的 ， 故 对 于 JIP — Ho, K0), 
Xo) 中 不 可 能 有 某 一 元 素 出 现 无 穷 多 次 。 这 样 ， 对 几乎 一 
°, 存在 无 穷 多 个 互 不 相同 的 子 列 X, (G), X, (wo) ，… 使 

Py ws Z, w 0, Pin 9 Fa w>, e 1 

下 面 将 给 出 存在 性 判 准 。 为 方便 ， 仍 然 取 

E= {0,1,2,…)》。 

注意 不 可 约 链 非 常 返 的 充 要 条 件 是 

(13.1.9) >)P"<co。 


其 次 ， 我 们 将 允许 链 是 中 断 的 ， 即 
DJPy<1, iEE. 


仿 G3.1.4) 3 定义 


HPP = b; 


HPP= >; Pa Pui Pias i, jEE, n>1. 


h mia EH 
此 处 HCE。 
(13.1.10) 定理 ¿z (E,Xs,Pij) 为 满足 (13.1.9) 的 不 
可 约 链 《可 以 中 断 ) ， 则 存在 不 变 测度 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 无 穷 
+# KcE, 使 
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lim lim Li(j) /Ln(0) = 0. 
i€% Klin 


此 处 
(13.1,11) Lu) = > DPP P. +Pu, i,j,kEE, 
Tj nml 
证 D 充分 性 
显然 有 
(3,1,12) HP =S aP, 8P0, i, j€ E, 
iu 
0<m<x 
往 证 


(13.1.13) ¿Po = ° un PPPE, i]. 
事 定 上 ， 
‘PP= >; Pa Pk hPa 


ie ha sis 


=> > Pa Ph r, Pah 


BTI kyt Epi 
i 


"ii 


tn 


x 3 P,P 


kami kaisi msi Ph m i 
$ > un Pm pus), 
定义 
(Zes), i, jEE, 


01= lun PP, ij 
s.i 

Qu= SPP, k, ICE, 
amo 
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则 由 假设 立 知 GA) ，ii 和 Q 都 是 正 的 且 有 限 。 


利用 G3.1.13) ， 得 


(13.1.14) bu= 0u (DP )pi 


= 3 in Pip Bre 


> J2 uh PIRPIR 


š (z PP)or, Bi 


eg 
另 一 方面 
(13.1,.15) X > Pan Prge Ps 


=DD D Par Pai: 


i 


x > Pa, "Pa 


CE TE “i 


o nei 


=>; 2 Pip Pu 


nez = 


-D FPPpp 


mol ami 


- =Q, i j, KEE, 
此 处 
Y -9g-I- DP 


于 是 
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G3.1.16) Qi;= > PP 


por 489 
= > > Pase Papy i+ 5 PIp 
"2 igus. k. r=" 


-Qu P+ S), PD GH (3.1.15)) 


=Q; /pu + Dup 《由 (13,1.14)) 
k, jEE, ij. 
从 而 
Qu=Pu+ DPP 


= Pu+ SSPE P, 


mm2 r= 


=Pi+ 2 QirPri+ Djo Qi; = 
+Z) Pp JP, ji 


BARA Qo, H 
Qu _ Sí Qir 
aD E= > (=P, 


ko = to 





ER, 


TE 
另 一 方面 ， 由 (13.1.16) 可 见 
gpSQUMQ K Piba, iH] 
因此 ， 存 在 与 无 关 的 常数 ci 和 ci， 使 
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(13.1.18) 0<ci<Qi/Qu<c;<co, ¿€ k, 


-55 52 " Pase Pant 


š 53 > PIPPO 


= BP PPY PP 


mer nm0 


= (E Pm)o,, 


mm 


Lyi(0) = > > Pip P, 
r= np 


= DOPP + SPPP +PP 


n2 am 


(2 Pi) (1+Pi), 
便 得 


Qu __Q' kEE, 
(13.1.19) o iP, zp- >l, ke 


从 而 
Jim lm Iug) 


ieo K3i—> Qio 
=m îm WO Lu) , Qu 
= En, Luto LiC0) Q ` Qi; 


=c;lim Tm D - 


rw raaa Lud0) O° 
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由 于 13.1.18) ， 我 们 可 利用 对 角 线 程序 ， 选 择 一 个 与 无关 
的 子 列 {km}?， 使 
lim Oe =u>0, i€E. 


m km0 





最 后 ， 由 13.1.1 可 见 ， 我 们 可 取 充 分 大 的 和 使 >) (brr/ 


qm) Pn 任意 小 。 故 由 此 式 立 知 U) 是 一 个 不 变 测度 。 
(ID 必要 性 
由 于 
Lu (Q) Qu Qu, Lu (j) 
Lri(0) Qu LAi(0) Qr 


1, Qu , L.G) 
<KC; a De (H (13.1.18) Fi 13.1.19)) 





k>i, 
我 们 只 需 证 
G3.1.20 lim lim LaG)MQu=0. 
另 一 方面 ， 由 
L. GQ) =>; >; PIpP,,, k>j, 


PPP <PIn, 
可 见 
La (Q) <> >; PIpP,, = >)QuP-，K>>j 


但 
So. P, =Qu, k=i, 


r= 
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(13.1.210) Tu 信和 Qu- DQuPr, Kzi, k>j. 


为 完成 必要 性 证 明 ， 我 们 需要 用 到 如 下 的 Doob 基本 定理 。 

3.1.22) 定理 ik (E, X,, P) 是 不 可 约 、 不 中 断 非 
常 返 链 。 定 义 Green 函数 Q 如 前 。 则 对 于 几乎 一 切 OE 人 ， 极 
限 

(13.1.23) lim —Qexwe =q, i€F. 


09 Xn(o) 
存在 ， 且 满足 
(13.1.24) D Pua: =, i€E. 


证 ”这 个 定理 来 自 马 氏 链 的 Martin 边界 理 i$. 此 处， 我们 
使 用 文献 Dynkin [2]， 并 使 用 那里 的 记号 。 首 先 注意 ， 那 里 用 
G= Y): ZC E) RRE. 由 88 知 , 若 取 yo=1， 
y:=0, i>1. MA, y) =1， 


E,={y: X vgy) >0} 


={y: v0)g0,y)>0} 

=E, 
可 见 ?是 一 个 参考 测度 。 而 且 P, =P。。 由 不 断 性 知 生存 时 间 E= 
+ co，a,Ss。 于 是 由 定理 4 ($9) A: 在 B* 上 ， 

lim X,(6)= X. (o) EF, a,s, 
SPIA A h=1, WI 
Po=P= Pir. 
进而 由 定理 5 ($12) 知 
P [X.€B]=P%[X.€B]=1-u,0E-B)=1. 

可 见 X。EB。a。s, 再 月 一 次 定理 5 得 :对 于 每 ZE 了 ，Kz 是 调和 
函数 ， 这 里 
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k; G) = gü, 2) 9(i2)  _9g(i,2%) 
: 72) Svgg z) 902 


然而 ， 对 于 每 iEE，Z->kz(i) 在 "中 连续 ($8) ， 故 


gG,X,(@)) _ 
g (0, Xn (0)) kx 


且 (g) 为 调和 函数 。 1 

现在 ， 让 我 们 回 到 定 理 〈13.1.10) 的 必要 性 证 明 。 假 定 链 
Œ, Xa Pi) 有 不 变 测度 Gu) ，zo= 1. 如 (13.1.8) 那样 
引进 对 偶 链 (Bi) 。 则 CP) 不 可 约 、 非 常 返 且 不 中 断 。 于 是 ， 
由 定理 〈13,1.22》 知 ， 对 于 几乎 一 切 oE 号， 极限 


G13.1,25) lim Q: me =q, i€ E 


< Qos XT (o 








a G) 





> kx ta G) =g; a.S. 


n> 








存在 且 
D Piq = w, i€ E. 


这 等 价 于 说 ， 对 于 几乎 一 切 的 wE 人 ， 极 限 
li Qro 
=: QF) ,0 





=$; 


存在 ， 且 
s= >s P,,, j€E. 


ARK EE 13.1.25) 成 立 的 样本 轨道 所 经 过 的 状态 的 全 
#. 由 于 {Xn}s>o 的 非常 返 性 ， 对 于 几乎 一 切 的 2 € Q, 
{Rn 0) jns 不 可 能 经 过 任 一 状态 无 穷 次 。 因 此 ， 对 于 几乎 一 切 
HOER, {Xn(@)}n>, 必 含有 无 穷 多 个 两 两 不 同 的 状态. 这 
样 ， 我 们 可 以 选取 子 列 K = {kn}n>1:CK ,使 得 ka->oo 且 





G3.1,26) lim Qui s, iC E, 
me Qr 
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由 3.1.2) 得 到 


Qu Sp :>0, k=i, k> 
Q. SQ 7O i, k>j. 


往 证 





i im l Qu Serp 1- 
(13.1.27) lim lm [2 Deru ]=0. 


由 此 及 〈13。1.21) 将 立即 导出 所 需 的 (13.1.20) 。 
假定 〈13,1.27) 不 真 ， 则 对 于 每 e2>0 则 存在 芝 中 的 子 列 ， 
无 妨 设 {kw}7 自 身 和 (jar, WE ka, jaco, ME. 


1 





Qipi ws Qk sr 
Q. > Q. PARE 
命 
f i r<js 
fair) = | Omo 
to Tja. 
并 定义 EE 上 的 测度 


uG) = > Pu, i€E. 
v€G 
由 假设 ， (13.1.26) 和 Fatou 引 理 ， 得 
ocimo- fy AONAD 


<lim fa Gb — imf f, (r) m: (dr) 


— 


<lim f, G) — l; limf (r) ui (dr) 


=8i— DsrPr 


=0. 了 
作为 定理 (13.1.10 的 直接 推论 ， 我 们 有 
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(13.1.28) 推论 在 定理 13.1.10) 的 条 件 下 ， 洲 对 于 每 
iEE， 只 存在 有 限 多 个 kEE， 使 Pe>>0， 则 不 变 测 度 存 在 。 


§ 13.2 连续 时 间 参 数 马 链 的 不 变 测度 


我 们 先 给 出 一 个 显 见 的 结果 
(13.2,1) BE Q EBE Q = (qi) W RL 
0<D_1qi=q<co, iEE, 


i*i 


则 方程 
3,2,2) Driqi=0, jEE 


的 每 一 非 平凡 、 非 负 解 〈zi) 与 跳 阵 矩阵 五 = (Pi 的 不 变 测度 
Cu) 有 如 下 一 一 对 应 关系 

(13.2.3) pi= Niqi, iCE, 

下 述 结果 是 定理 (13.1,1) 和 “(12.1,6) 的 直接 推论 

(13.2, 定理 RHI PO = (Pij(t)) 不 可 约 、 正常 
返 ， 则 不 变 测度 存在 且 唯 一 ， 它 就 是 

zi=lim Pi; (b), i, jEE. 

特别 地 ， 若 它 还 是 正则 Q 过 程 ( 意 指 全 稳定 ) ， 则 (xt) 也 是 方 
Ë (13.2.2) 的 唯一 的 非 平凡 、 非 负 可 和 解 。 

为 研究 常 返 情形 ， 我 们 先 给 出 一 个 一 般 性 的 引 理 。 

(13。2.5) 引 理 PH = Put) 是 一 个 不 可 约 的 跳 过 


程 。 如 果 对 于 一 切 的 mm>1，P( 寺 ) = (Pu (二 )) 都 有 唯一 的 不 变 


测度 ， 则 PCt) 自身 也 有 唯一 的 不 变 测度 。 
证 GD 设 Gr) 是 (P5(D)) 的 唯一 的 不 变 测 度 。 固 定 m 
1 


>1, HEGO 是 (Pi (七 ) ) 的 唯一 的 不 变 测度， 那么 ， 由 K- C 
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进而 
m;= > AAPhj (z), n>1, 
特别 地 
z= D Py a), 
T 
由 唯一 性 得 
m =r, i€F, 
代入 前 一 等 式 ， 得 到 
z;= >) Pr; (z), n, m>1, 


Gi) 由 G) 和 Fatou 引 理 得 
zi> DP, (b, t>o, jEE. 
SREE t,>0 和 j， 使 
a> D mPa). 


取 有 理 数 r> 如 。 由 于 Pier 一 to 之 0， 故 由 O 和 上 述 两 式 ， 可 
得 


1 = >; z P,,Gr) = (Bapadty )Pucr-to 
; E ; 
<> mPa- t) <a; 
k 
FAFA. 1 
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(13.2.6) 定理 ” 设 PCt) 为 不 可 约 常 返 跳 过 程 ， 则 不 变 测度 
存在 且 唯 一 。 特 别 地 ， 车 它 还 是 正则 Q@ 过 程 ， 则 此 不 变 测度 (zi) 
也 是 方程 (13.2.2) 的 唯一 的 非 平 凡 、 非 负 解 。 

证 由 引 理 (13.2.5) ， 定 理 (13.1.3) ， 定 理 (12.1.9) 
和 引 理 (13.2.1) 立 得 。 1 

一 般 地 ， 我 们 有 

《13.2.7) 定理 设 P(t) 是 一 个 正则 、 不 可 约 @ 过 程 ， 那 
Z, 

G) 每 一 个 Pb 跳跃 SEP = ( Pi;) 的 不 变 测度 唯 一 决定 
方程 13.2.2) 的 一 个 非 平 凡 、 非 负 解 ， 而 方程 13。2,2) 的 每 
一 个 非 平凡 、 非 负 解 都 是 卫 ( 刀 的 一 个 过 份 测度 。 即 

L> D uP (D), jEE, t>0. 


GD 每 一 个 了 的 的 不 变 测度 都 是 方程 〈13.2.2) 的 一 个 非 
平凡 、 非 负 解 ， 从 而 唯一 决定 Bi) 的 一 个 不 变 测度 。 特 别 地 

Gü) 如 P(t) 还 是 非常 返 的 ， 则 它 有 不 变 测度 的 必要 条 PE 
是 : 存在 无 穷 子 集 KKCE， 使 

Hm Jim Ln G) / Lu (0) = 0, 

此 处 过; (Qn G3.1.1D 所 定义 ， 只 是 换 PAP) .进而 ， 
关于 五 ， 必 定 存在 来 自 无 穷 的 一 条 简单 路 径 。 

证 由 引 理 (12.1.14) 和 (13.2.1) 38 G) 。 而 由 引 理 
(12.1.11) 和 (13,2. S G) 。 最 后 ,由 定理 (12.1.9) ， 
定理 (13.1.8) ， (13.1.10) 和 GÐ 立 得 Gi) . 1 


$13.3 3 z 


#3hfF—, RIBE E E— 45. TAHERE 
间 。 以 8 RR E Ej Borel ik, 假定 P(t,X,，) 为 (E,8) 上 的 次 
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马 氏 转移 概率 函数 ， 满 足 如 下 条 件 。 
(13.3.1) ”对 于 每 9EColE) = 上 具有 紧 支 撑 的 连续 函数 
的 全 体 ， (t,X)->Pip(X)》 在 [0, co) x 五 上 连续 
(13.3.2) ”存在 ECo(E)+*， 使 得 对 于 EF 的 每 一 紧 子 集 K 
( 记 作 KCCE)， 都 存在 t>0 M e>0, WE Pplk. 
对 于 马 链 来 说 ， 头 一 个 条 件 是 自然 满足 的 ， 第 二 个 条 件 相 当 
于 不 可 约 。 命 
.= (u: u ft P, (过 0) 都 是 非 负 Radon WE) 
= (u: 儿 是 非 负 Radon 测度 上 且 /Piy<co，t>0)} 。 
所 谓 Radon 测度 、 仍 指 在 紧 集 上 取 值 有 限 的 测度 ， EAE, WÑ 
予 痰 收敛 拓扑 。 即 对 一 切 p ECE), u (p)—>u), WE u,"n, 
再 命 
Z= (UEM: uP,<ettu, t>0}, , LER! 
K= (aC @: Uh) =1), AERE, 
我 们 有 
(13.3.3) 引 理 HACR, @, E. ih BJ Bl C E. A 
PE, MJ, 是 BF、 的 紧 基 。 
证 显然 G 是 凸 锥 。 为 证 它 是 闭 的 ， 首先 注意， 对 于 每 
YECu(E) fat>0, F u," u uC @,, WJ 
liM unP19>lim ulh Pip) = p(y Pip) 
T TT PECE +, y<1., 
取 加 ECo(E) + ， 加 人 1，7m->co， 得 
lim u,P,g2u Pip 
可 见 p-> PP o) ETERRN, SRD, Ml 
ooy ge" = llm urp >M HP: (e) 
>u P.G), PECE), 
GAUEZ. KE 是 闭 的 。 
其 次 ,我 们 证 明 .%%, 是 紧 的 。 为 此 ， 只 需 证 ， 对 每 KccE, 
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sup aE) < 然而 , 对 于 KC CE, HE t>o H edo ië elks 
过 Pwp。。 从 而 
eu(K) 入 HP <ettu (0) = et, ME HY, 

最 后 ， 我 们 证 明 Z, 是 名 的 基 。 为 此 ， 只 需 证 明 ， 若 AE 
EZO, HJ U>, PE, RMTAÆKCCE, W uK) = 
= p>0， 还 可 选 t>0 和 >>0, 使 eIk<Piy。。 这 样 ， 

eu Cp) >u Prp) en (K) = ep>0. 
数 ja 定义 为 
A= inf {AE R'!;, g+ {0)) 

(3.3.4) 定理 14;E(- 0, 0]H Za #{0). 

证 首先 ， 如 4>>0 H 22 € E, MJ 

Perpa, x, dE #.- (0), 
因而 4,<0. 

RK, Uh, MECE. KT, HF uA R 
MASEKO .Ya ERE, AHAAA RKE, ERN Ki 
+, B-A, 显然 有 .ic = N Kio Zuto 最 后 ， 如 


n€ L, RK u(K)>0, PRESO M E> 使 e Ix<Piy。 
那么 
<en (K)<u(P,p) Keu) = et, 
TE A>- co, 
(13.3.5) 推论 ”对 于 每 2220 MuE 0), 

[enpidtE st0). 

下 面 ， 我 们 将 用 两 种 不 同 的 方式 来 刻 划 ). 。 这 将 有 助 于 理解 
数 如 的 意义 。 

给 定 (E,#) 上 的 一 个 非 负 Radon 测度 m， 我 们 定义 

A (mM) = sup lm TPP 


PECarg t 
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itib Ce, s LM) 上 的 ( 实 ) 内 积 。 
G13.3.6) 引 理 2 m(0)>0, WJ Arim). 
证 E >1l,m). iu 
2 = f m, n = [evpiat. 
任 给 KCCE, 选 9ECo(E)! 使 9 宇 IxkVpo。 由 于 4>h《m)， 可 
. 见 存在 c<co fn 1 <1, # 
(P, Pip) <e", t20, 
进而 
pK pp) = | "u, Pig) udt 


<f eg, Pip dt<e| eedt<o0. 

这 表明 4 是 一 个 Radon 测度 。 显 然 有 n€ @., WA, H mY) 
DOM UYO. WPA. EE 24,. 】 

G13.3.7) 引 理 如 14>4*， 则 存在 局 部 一 致 正 (PERR 
上 一 致 正 》 的 可 测 函 数 gp, E 

Pig,<e''g,, t>0 
而 且 
ED, n€ @,, 
证 RER 


9 = [epwuat 
则 显然 g. 是 局 部 一 致 正 的 ， 而 且 


Pig,<e"'g,, t>0, 
最 后 ， 对 每 LE 多，， 


ug = |e Pryydt< [aot qodt<eo, 
gE L'(a), ] 
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G13.3.8) 定理 假定 P(#xz,，》 有 密度 函数 p(t, X,Y), 
关于 三 个 变 元 联合 可 测 ， 而 且 满足 如 下 条 件 : 对 每 KcCcE 和 
XEE， 存 在 t>0 和 e>0 使 
gIx<pG@,zx,*) , m-a.e, 
那么 ， 对 于 每 221, 存在 局 部 一 致 正 的 可 测 函数 g, € L'o (M) 
AR L! 可 积 ) ， 使 得 Pig.<e*'g,，t 之 0。 I, A= AM. 
证 ABRENE ADA MRR p FE., a EAD MPE 
Co(E)+， 选 择 e>0 使 p<g,。 那 么 
E(P, P19)n< (e, P,g) aK (P gn, t20, 
XA 9, € L'om), (P, p<, AM 
Tim +Iog (p, Pip)a <h, 


这 表明 i (m) <4 BAM, H Pip>e Ix 知 
Piy, = fpa, * ,dy) p GJ) m (d) >e Ix, 


从 而 mCpo) >0。 从 而 由 引 理 13.3.6》 及 方才 所 证 得 1, = 
=2,@m), 
这 样 ， 我 们 只 需 再 证 引 理 (13.3.7) 中 所 构造 的 9E L'om). 
但 由 该 引 理 已 知 存在 LEEW gpa) <co。 于 是 
fot, æ, Dg Wm a <o, t>o. 
特别 地 ， 对 于 Kc CE, RÜR t>0 # >04 
glx<p(t,x°, +) , m-a.e, 


则 有 
e| amans [pte panman <o, J 


(13.3.9) Æ “我们 将 考虑 一 种 特殊 情况 ， 它 为 我 们 提供 了 
4: 的 一 种 解释 。 
设 {Pi: >O ELME (RF mM) 的 可 配 称 半 群 。 MA, 
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HFE t, s>0, RNE 
log (P, Pr:s) p29)m 
= log(Pig.p, Ps) :9p)m 





< log (Pissg, Pipp) "+ log(Psg,p, Psgsp)"] 


= Toge, 了 Pip)m+ log (p, P:P)n], 
PEC LE) +, 
这 表明 ， 对 每 p9E ClE)+，t 一 >(9,P19)。 是 对 数 凸 的 。 从 而 极 
限 lim 1/t log (9,Pi9)m 存 在 ， 如果 gECo《E)+， 取 t>0 和 
e>0 便 sp<Pi 加 ， 则 对 每 s>0， 我 们 有 ， 
E (p, P,p) < (Pipo, Pirspo)n 
= (po, Pirson. 
因而 
lim 1/s log (9,Ps9)»< lim 1/s log (yo, PY) m. 
故 得 
hm = lim + log (Jo Pupo. 
此 式 不 仅 给 我 们 提供 了 一 个 相当 具体 的 表达 式 ， 而 且 也 为 我 们 提 
供 了 和 = AG) 的 一 种 解释 。 事实 上 ， RIKER, 4m) È 
(Pr OOR Lem) 母 元 的 谱 的 右 端点 。 事 实 上 ， 若 4 的 谱 表 
示 为 
a-f 1dE, 
并 以 五 | 表 P, 的 卫 (m) 闭 包 ， 则 
Bi- f ed, t>0. 
显然 有 
Wo Prpa = | ed Epo yo) eo ren 
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从 而 Cm) 筷 p。 另 一 方面 ， 如 果 a<p， 则 存在 8EColE)， 使 
(,-Eop20, FÆ, MO Poa | Eoo, 我们 看 
zj FE e>0, 使 
Cpl s Pi lol )。> (u, Pip)n >e e, t>0. 

因而 a<h(m)， 进 而 i (m = p. ] 

下 面 ， 我 们 将 给 出 本 的 第 三 种 刻 划 。 它 同 时 也 给 我 们 提 供 
了 一 种 更 一 般 的 解释 。 

设 V 为 巨 的 相对 紧 开 子 集 ， 定 义 首 出 时 

t= inf {t>0， 和 (tb) 与 Ve 的 距离 为 零 } 
lkk, {Ki HAPE X, e) 为 转移 概率 的 马 氏 过 程 。 如 了 
为 (E,8) 上 的 任 一 非 负 Radon 测度 ， 我 们 就 定义 

hm = inf (€R!, E. [eur]J€ L'(V,m) 
对 一 切 相对 紧 开 子 集 V 成 立 》 

为 讨论 为 与 Cm》 之 间 的 关系 ， 我 们 还 需 引进 若干 记号 。 
W (Var; 为 相对 紧 开 集 列 ， 使 得 yo 的 支 集 三 sup py) CSV， 
VwntEHVnCCVNAn. U T= Twy, EX 

PM, x,T) = PLX ET, wt], Tez. 

MAPE x, e) 是 (Vw,，8 由 Vw) 上 的 次 马 氏 转移 概率 。 我 
们 用 PYP :12>0) 表示 伴随 PN (t,x,。)》 的 半 群 。 

(13.3.10) 引 理 假定 对 每 N>1 和 9ECo(Vw)，(t,X) 
P pw, 而且 

Pg + Pip, N>, t>0, pEQE)+. 

# m) >0, WAM) <0. 

证 易 见 ， 在 任何 情况 下 ， 总 有 lm. 4 i(m = 0, 
WASA M TERK., 因此， 我 们 无 妨 设 4eCm) <0. 

给 定 4e《m) <4<0, EX >= pom 和 

N= fea Pdt 
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H supp) c CV, 易 见 
yw (go) 之 0 HsuppOy) CC Vs, 
WAMA < 4， 并 置 gw(Z) = Eler], WJ 
gn 宇 1, gx € L' (Vx, m) 
而 且 
Pogw<etgw，1<M<N。 
从 而 
va (E)< vx (gs) 


š Ka P,%g,)<s 
Chos JN) w 
< <°. 


今 定义 ww= va fy G). I 先 证 : 《un : N>) (E,#) 
的 Radon 测度 空间 上 的 紧 集 . 事实 上 ， 给 定 KccE， 取 t>0 
和 e>0 使 2e Iu<Pipo HF PYY t Pipo AA Dini EAA 
存在 Nu， 使 
elx<P'Vy,, N>No, 
这 样 ， 当 NSN, 时， 我 们 有 
eun (K)<uNP, e, 
这 便 证 得 {Lx: 之 直 的 相对 紧 性 。 其 次 ， 设 {Ln’》 为 {yn} 的 收 
但 子 列 ， 并 以 上 表 其 极限 ， 则 
uP (p) = lim px’ P,% (g) 
<e lim n? @ =u), M>1,t>0, 
mei pEC(E) +. 
再 用 一 次 P94 Pip, 48 u P ,<ettu, WUE. KE, 我 
们 证 得 Aha. IB 121, E Ë, #k AM) SAn 】 
(3.3.11) BI 假定 对 于 每 >>1， 存 在 KxC CE ië 
己 :[XCrw) 人 KJ=0， 和 ETVN。 
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那么 ， 在 定理 13.3.8) Jf iz Z F, UM) Si. 
证 REAd. REEM G13.3.8) 中 所 述 的 函数 ， 并 
置 
Y(t) =e™g (X6); 


Qn=| „ Pemda), 


y. 


则 
Sup E9s[Y (t) 1 


= sup | Eleg (X (t))1m(dx) 
f Vy 
= sup | -uPigi (x)m(dx) 
t Vy 
<|, sona <ç, 
N 
对 于 B,,…, B€ # MOK Ltt, 


Ean[YCt+s); XG) € B,, 1<i<n1 
= Í madx) E ,Te-'u+ng,(X(t + s))y XGt0 CB,,1<1<n1 
N 


=|, maf, Poh, dy) J, Pt n, dp) 二 


f Pt a-is ye-1 dy |PC -to, Yas dns) . 


e (Ps(e™ (+0)g)) (Yans) 
<|, mao |, Pesan. | Pen- tais Ya-is dYa) o 


网 


。 JPG- tns Yn, da.) e tg Ynt) 
= EQx[Y(t); X(t) € B,, 1<i<n]. 
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这 样 ，Y(t) 为 关于 Qu 的 非 负 上 拷 。 由 Dood 停止 定理 : 
co>| ge) ma > |, Erte sg XK mdxy. 

: N EEN 
A 

P.IXG o ¢Knl=0, XEVN, 
而 且 g, 是 局 部 一 致 正 的 ， 从 而 的 

|, E-re-tslmaday <o0, N>1 

N 


这 说 明 ASAM), #& AM Sh 1 
(13.3.12) 定理 在 上 面 两 个 引 理 的 假设 下 ，4e《m) = 加 = 
=h, (m), 
此 定理 表明 ， 数 得 的 紧密 地 联系 于 过 程 首 离 相 对 紧 开 集 V 
的 时 刻 rr。 作为 本 节 的 结束 ， 我 们 将 从 另 一 角度 刻 划 数 4,. 
(13.3.13) 定义 称 {P:: OO RAR BKH, 如果 不 存在 
Radon 测度 u, efeu Pidt 仍然 是 Radon 测度 ， 反 之 则 称 为 
1 非常 返 的 。 
TR, HFE ASi, {Pru >O REAR, 而 对 于 每 
>s, {Pr OO REAGERA. HA 是 常 返 性 的 分 界 点 。 
(13.3.14) 推论 .如 果 {P,: 巡 0} 是 1=0 常 返 的 , 则 么 =0。 
证 由 定理 (13.3.4) 和 (13.3.13) 立 得 。 了 


§ 13.4 hz 不 变 测 度 
(13.4.1) 定义 简 记 
Pi=e™P,, t>0, AER', 
Z= (Em, uPit u, t40} 
@,(g) = (KEF, u(g)=1}; 
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S= (EF, AP;= u, t>0} 
1ER'. 
分 别称 2 和 .7 中 的 元 素 为 4 过 份 测度 和 4 不 变 测度 ， 最 后 ， 称 
一 个 非 负 8 可 测 函 数 九 为 1 过 份 函数 ， 如 果 
Pihth, ty0, 
而 且 对 于 每 t>0 和 XEE， 关 于 测度 P(t，x，,。) 几乎 处 处 有 
h<o, 
(13.4.2) HHE ST CRI, # Bi 六 {0}， 则 
Z= 0). 
证 前 者 显然 。 往 证 后 者 。 设 AUEGi，A 关 0。 
命 >= lim eu" P, B+ 
een UP rgs = e"tuP,(e"1:P,) 
<e u P.,<u, 
从 而 
e"uP,l vap, ty 0, 
进而 
e-"yP,<e`*tuP ,<v, 
EA 7 (yo) >e “uP 2e uK) e, 
故 >EG- {0}. 】 
上 节 之 末 已 经 指明 ， 数 4 是 {P,: t>>0} 常 返 性 的 分 界 点 。 但 
于 此 ， 常 返 性 的 概念 与 先前 有 区 别 ， 当 < 如 时 、 虽 然 P, 是 4 常 
返 的， 但 却 不 存在 正 的 Radon 测度 作为 不 变 测度 。 事 实 上 ， 
Z2C@,= (0). 当然， 当 ) 之 和 时， 虽然 P 是 4 非常 返 的 ， 我 们 
也 不 能 期 望 一 定 存 在 非 平 凡 的 4 不 变 测度 。 问 题 在 于 : 在 4. 处 ， 
情况 如 何 ? 首先 ， 我们 有 如 下 一 般 性 结果 : 
《13.4.3) 定理 如果 {P,: t>0} 是 如常 返 的 ， 则 必定 存在 
正 的 Radon 测度 作为 和 不 变 测度 ,事实 上 ， 我 们 有 .ri = 多 1。 
证 由 于 多 去 10), 前 者 是 后 者 的 推论 。 今 设 EB S a. 
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则 u= 0 且 存 在 加 >0 使 >= et u Pa H E R Radon W E. 
置 
ws [= Mb tyP dt 


则 对 于 每 T>t。， 我 们 有 
Fe ztyPsdt 


Seh [| e-tuPat- (r eztetup at | 
° -to 


一 elzto [° e-^tuPidt 一 | 这 eratppudt | 


<t,e'*te u, 
可 见 w 是 一 个 Radon 测度 。 这 矛盾 于 1z 常 返 性 的 假设 。 ] 
对 于 马 链 ， 我 们 将 证 明定 理 〈13.4.3) 中 所 述 的 1s 不 变 测度 
是 唯一 的 。 为 此 ， 我 们 先 给 出 4: 的 一 个 基本 估计 。 
为 简单 计 ， 总 取 
E={0,1,2,.…}, g(xX) =I w G), XEE, 
(13.4.4) 定理 设 P(t) = (Pi(t) 是 一 个 跳 过 程 。 如 果 
pe Talg), AER, W 
A>-q, iEE, 
(H+q) p> D Hian i€EE, 
i*i 


特别 地 ， 若 PORTS, WJ 
1 二 -infqi。 
iez 
证 定义 
13.4.5) 了 Pu(b = Pht) /pi, jEE,. 
容易 验证 (Pi(t)) 也 是 一 个 跳 过 程 ， CHQ EEN: 
q= = Qu=å +q; İCE; 
qi = Kigi bi, ij. 
”然后 。， 所 述 断 言 容易 由 @ 矩阵 的 性 质 读 出 。 1 
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(13.4.5》 定理 设 〈Pi(t)) 是 不 可 约 跳 过 程 , 如 果 U 
4: 常 返 的 ， 即 


[espa adt= œ, iEE, 
则 4 不 变 测度 存在 且 唯 一 ， 它 就 是 
aps 
(13.4.6) p= im s: 


D Ppe- 


此 处 (PP) = (Py (1))', 
证 存在 性 来 自 (13.4.3) 。 为 证 唯一 性 ， 如 〈13.4.5) 定 
X (Put), W3& D H i KEW H (P; (t)) 是 4 常 返 


的 ， 因 而 u BEREH. Mih Chungi I。§9, 定 
理 5] 知 


mie) we). 
另 一 方面 ， 


DB, t) DPP be 
Sool. ma, EE, t>o 


5 Pa (rt) > Po her 
|. re) 


特别 地 ， 取 t=1， 得 


Doppers [> Po Y 


u= -一 一 一 一 pe 
BJP ee (5 Pp J 
由 此 立 得 (13.4.6) . 了 
HFA 非常 返 情形 ，.# 1 可以 是 但 } 。 请 看 如 下 例子 ; 
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, i€E, 





G3.4.) W 取 B,=0，Poi=pi>0,i>1; 21pi<1, 


Pi =1， 这 1。 显 然 五 = (Bij) 不 满足 定理 (13,1,8) 的 条 件 ， 故 
五 没有 不 变 测度 。 这 一 事实 也 容易 直接 验证 。 

HRO 40, itos gj = Piq, ij. XAQ EBE TR, 
从 而 @ 过 程 唯一 。 自 然 满足 向 前 方程 。 而 且 ， 由 五 的 非常 返 性 立 
A PE) = (Pi(b) 也 是 非常 返 的 。 利 用 qi+ 0 和 定理 (13.4.4) 
知 ， 和 = 0。 再 由 定理 (13.2.7) L. =. = {0}. 

注意 =1， 记 =Di，i 这 1 是 瑟 的 一 个 配 称 列 ， 从 而 (ui/gi: 
iEE) E (qi) 的 配 称 列 。 故 P(t) 是 可 配 称 的 。 由 非 保守 性 及 唯 
一 性 知 ， 此 过 程 P(t) 中 断 。 这 样 ， 我 们 构造 出 一 个 可 配 称 中 断 @ 
过 程 ， 它 没有 加 不 变 测度 。 1 

G3.4.8) 例 R P= (Bi) 如 (13.1.5), B 

lim][p.z o. 


ka ed 


然后 如 上 例 构 造 Q EE (qu) 。 我 们 得 到 一 个 有 界 保守 Q 过 程 。 
如 上 例 所 证 , 我们 也 有 S ==). 1 

(13.4.9) 例 设 人 为 Ri 上 的 Laplace 算 子 . 取 平滑 函数 
PR:-~ (0，co)， 便 得 由 工 = 于 p4 生 成 的 扩散 过 程 以 正 概率 中 
Ki (2# Stroock, Varadhan[P 260. 练习 10.3.3]) 。 以 {Pi， 
ISO 表示 伴随 的 半 群 ， 置 

m(dy) =1/0(y) dy, 

则 


Pif (x) = [pP tæi ma, f€C, (R°), 


此 处 p，《0, oo) x R°x R*->(0,co) FR BRF z fa y 8 B, Tü 
E, #JB L ER L les R° ,的 LCm) 扩 张 CC; 表示 具有 紧 支 拓 的 
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平滑 函数 ) ， 则 由 易 证 - 
P= e! Ci’) 
利用 以 上 事实 及 (13.3.9 ， 我 们 看 到 
hi=sup{(p, LP) Lim : PECT(R’), |P | m= 1) 


(9,L9)L: om = (p,1/24g)r: (Eh IUH WIRE) 


从 而 如 =0。 今 设 4 为 正 的 Radon PiE H uP,= u, t>0. W 
pldy) =f (dy, JEC (R * 


但 


且 
4(pf) = 0. 
这 样 ，pf 应 为 常数 。 因 此 
mP, =m, t>0. 
特别 地 


| Rag (2) (1- P,1(z))m(dx) 


= Í gÍ I g()m(dx) 一 | p'aeomada) =0, 


t>0, g€C, (R°), 
这 意味 着 Ptl = 1， 矛 盾 于 {P 中 断 的 假设 。 故 .wm = .ro= {0} 。 


下 面 ， 我 们 将 研究 科 非 常 返 情形 .we 的 构造 .主要 想法 是 时 


结 为 。 的 构造 。 为 此 ， 需 要 使 用 一 些 相当 深刻 的 结果 。 


我 们 将 固定 一 个 严格 正 的 函数 gE 多 。 以 @; 表示 6 的 全 部 极 


AR, A Dynkin[3 IRLA], RITR TZD 如 下 凸 可 测 结 
H: Fa) 上 的 0 代数 由 如 下 集合 生成 ， 
{ES og): 4(B)<u}, BES, uER. 


称 可 测 子 集 C2。(g) 为 一 个 面 ， 如 果 对 于 Go(g) 上 的 每 一 个 概 


RREN, 
013.4.10) p(B)=| ABAR), Bcez,C= Z (g) 属于 
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DAHURA NEREZE. 
3.4.11) > a (13.3.1)， 假 定 对 于 每 t2>0, Ph, 
-处 处 正 。 设 4ER:。 ， 为 使 Radon 测度 /为 4 不 变 测 度 ， 充 
要 条 件 是 : ee 
UPT (yo) = eT upo) 
而 且 
uP,<e"tu, 0<s<T. 
证 必要 性 是 平凡 的 。 为 证 充分 性 ， 命 v = e"u- uP S> 
0。 由 假设 ， 对 于 0<s<T, x, 是 一 个 非 负 的 Radon 测度 。 固 E 
0<s<T， 则 
ve(Pr_spo) =et'u(Pr_,00) - u (Pro) 
<T ulho) — u (Pr) = 0 
由 于 Pr-*y。 是 局 部 一 致 正 的 ， 我 们 看 到 ，w= 0，0<s<T。 即 
.JP,=e*h，0<s<T。 最 后 ， 利 用 半 群 性 立 得 
uP,= etu, s>0, 1 
(13.4.12) 定理 ”ru(g) 是 Gu(g) 的 一 个 面 。 
证 由 上 述 引 理 知 ， 对 于 每 了 >>0， 
Folg)= MN {MES pH(9)= LPr(p)}., 


Pac (E) 


从 而 1(g) 是 多 。(g) 中 的 可 测 集 。 显然 ， 若 7 集中 在 Ig) E, 则 
由 《13.4.10) 所 定义 的 E80olg)。 今 假定 由 (13.4.10) 所 定义 
的 JnEF0(9)。 那 么 ， 


uo) = [C nd D) 
-f 7P Prind a). (C= %(g), FF) 
从 而 
G3.4.1 |o g, EP- #Pr€@)n(d =o, 
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9EC, (E). 


I'=) - F9), 
9',= (u€2', pg) uPrip)>0}. 
则 由 3.4.13) 得 
ng = U 2) 
PGCE) 
< >; n(2;)=0, 
和 Co )》 
此 处 CG。(E) 为 Co(E) 中 的 可 数 称 集 ， TA, ERES). 
由 Dynkin[3，6.1] 知 ， 每 一 个 面 多 的 极点 集 是 Ng). 
RE, S DRRR) =F) NP). 
i. 23 ( 孙 引 上 的 非 负 测度 的 全 体 。 我 们 说 .b 中 的 元 素 人 
是 最 小 的 ， 如 果 m=m, +m, m MEM SH M1 和 ?ms 均 与 m 成 
比例 。 容易 看 出 ，/ 为 Bo-{0} 的 极点 ， 当 且 仅 当 :对 于 某 g， 它 
是 Yo(9) 的 极点 。 综 合 以 上 讨论 , 并 利用 Dynkin[4， 引 理 2.2， 
定理 2.1 和 定理 2.2]， 我 们 可 以 给 出 8, 的 最 小 元 计算 的 极限 程序 
WTF: 
(13.4.14) 定理 记 


E, = Íxez, [F Pgmdt= o}, 


Es= fer. | Pecodt<oo]， 
M= | zo Ha= H| zo HE 
Soe= (C.a, H= U? 
Fod= UEF, p= uay, 
设 上 是.A。 的 最 小 元 。 那 么 
O 如 Ag)<co， 则 或 者 人 属于 .oo 或 者 LE.Fod 


GD WMUEFoes P, PEL, UEO, WAF u ILP 
480 





有 的 x, 
Pip (x)dt 
ED PA ' š 
LW 和 | Pye)at 


G) WLES. a WEE E pE Yi，Xa，… 所 构成 的 
空间 EF”* 上 的 概率 测度 P， 使 得 对 于 P 几乎 一 切 序列 X1, 2, …， 
sE(0,00)， Wp, 0CL'(u), n(0)20, # 

u) _ 


[Pe G) dt 
@ i, 
PWD ef piy edadt 





而 且 
fr 1p (zi) dt 
ime = 
Hef Piy endt 


我 们 使 用 对 偶 技巧 ， 将 .xx {0} ARS A (0}。 

设 了 是 有 限 、 处 处 正 的 和 2 过 份 函数 。 定 义 

(13.4.15) P€, x, dy) =fGD PG, z, Df, Ml 
全 (t,x,*) 是 一 个 次 马 氏 转移 函数 ， 以 了 ,表示 它 的 不 变 测度 包 
括 0) 的 全 体 。 那么， 我 们 有 K 

(13,4.16) 定理 .ix (0) 54 B X 34.6 0) EREHE 
pin 与 "EF, 有 如 下 对 应 关系 : 

v (dx) = f G) u (dx) , 
证 如 果 vEF。 且 v(dx) =fG)u(dz), N 


[sf onda =»(B) = |»(dx) Pet, x, B) 
= [ua | p Gx, dF) 
= | UPH dx)f(x), Bee 
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从 而 4= pps ， 即 AE 44。 逆 命 题 的 证 明 类 似 。 — 1 

关于 加 常 返 情形 ， “iz {0)? ”已 有 完满 解答 ， 因 k, 
由 定理 《13.4.16) 看 来 ， 重 要 的 是 对 h 非常 返 情形 构造 出 所 W 
的 加 过 份 函 数 ， 我 们 作 稍 强 一 点 的 假定 

azaan fpr p(X) Ato0, xEE. 


当然 ， 在 许多 情况 下 ， 这 等 价 于 非常 返 性 。 
G3.4.18) 引 理 在 条 件 (13.4.17) 之 下 ， 函 数 
fæ = [Pip (Wdt, z€ E 
是 有 限 、 处 处 正 的 ,过 份 函数 ， 
证 由 G3.3.1) 和 G3.3.2) 立 得 正 性 。 过 份 性 质 是 因 
Phf (x) = 上 Prwcmyas Af, sy0, 1 
有 时 候 ， 使 用 下 述 分 解 是 有 益 的 ， 固定 严格 正 的 函数 9Ez， 
S 


A 


Ê.=fxer, fp: gædt= o ] 
A= fzer, [pi gædt<oo} 


ñ= | Z, pa= Pp HEF n. 

例如 说 ， 利 用 Dynkin[4， 定 理 3.2]， 得 

(13.4,19) 定理 如 pkEGiz，1(g)<co 且 让 =0， 则 
BES n. 

我 们 说 ， 这 个 定理 改进 了 定理 (13.4.3)， 为 此 ， 只 需 证 明 ， 
车 {Pt: t 和 >} 是 加 常 返 的 ， 则 (13.4.19》 的 条 件 满足 。 事 实 上 ， 
对 于 每 LE 多 4 - (0), 我 们 可 取 严 格 正 的 函数 9EC (E) ， 例 如 说 

go =f Pana: a> 
8 ugo., 假定 pa#0. 则 存在 0<c,<c,<çoo RREK, 
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使 
0<u(G) <o, 
此 处 
G=fx; e <| pi gdt<es] NK. 
置 >= 川 ce， 那么 , ”是 一 个 Radon WEH 


= ci4(G) >0, 
jx 
| Pr gdt {eo <o, 


对 于 每 PECS (E) ， 我 们 有 
fopi pat<l?lf ypu gdt 


<l? ely) <o, 
此 处 
e= „atg Wn, 
从 而 | Pt at 是 一 个 Radon 测度 ， 与 发 的 假设 矛盾 。 1 


应 用 于 马 链 ， 我 们 有 
(13.4.20) 定理 设 @= NARTA QE., Q it E: 
P(t) 是 大 非常 返 的 ， 即 
f= [PH bdt<oo。 
定义 
Bo =f'PH tf, 
P; = 0, u= 下 :gr 有 (as +q0 1, iz], 
则 全 (是 以 人 = (G: 
qi=hatq, qu=fqafe t+] 
J Q ERER Q 过 程 。 了 (tb 满 足 向 前 方程 当 且 仅 当 卫 (t 满 足 向 前 
方程 。 如 果 满足 向 前 方程 ， 则 为 使 84s 去 40}， 下 述 条 件 是 必要 
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的 存在 巨 的 一 个 无 穷 子 集 K， 合 
lim lim T OQ / Tu (0) = 


此 处 对 于 固定 的 i 和 P uD ETAJE 
X= X Puxi + Sdr Pu, k€E 


Tei rej 
的 最 小 非 负 解 。 
证 仿 (13.4.4) 可 得 第 一 项 断言 、 至 于 第 二 项 断言 : 


入 入 
> Pa (t) qa = DPE Oqrifi- fr'e Pute 
+ [ry 


efi Q. + q) 
=fr'e- tf,( D Pagui- Pi,Gb G, +q)) 


= f'e tf, (Pi (t) - 1, P(t)) 
= 30) 。 
最 后 ,使 用 G3.2.7) 易 得 末 项 断言 。 了 


$13.5 补充 与 注 记 


首先 ， 我 们 可 以 使 用 S 13.4 的 想法 ， 把 $ 13。1 的 结果 推广 
到 一 般 的 状态 空间 。 

Di (E, 28) 为 局 部 紧 、 可 分 距离 空间 。 卫 为 (E, 8) 上 
的 可 测 核 ， 即 对 于 每 LEE, P(x, 是 8 上 的 有 限 浏 度 ， 总 负 
荷 <1， 对 于 每 BE86，P(*,B) 是 非 负 可 测 的 。 假 设 

O 对 于 每 9€ Co(E)，X->Pg (Xx) 连续 ， 
0D 存在 ECo(E)* 使 得 对 于 每 一 紧 集 有 KCE， 存 在 e>0 
使 ETk 和 Pt 加 。 
再 记 
“= (n 4 和 WP 都 是 Œ, 6) 上 的 Radon 测度 } ， 
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#=(u€.£: u2>uP ) 

A =(u€@; n(0)=1), 

BP (x, A)=%(mx,A) , 

aP (x, A) = | Pda, | 人 P(xn, A), n20, 
P™® (x, A) = P 0) (x, A) , 


Q(x,A)= > Pom(z,4) , 


xEE, A, B€. 
使 用 前 两 节 的 证 法 ， 可 得 

G3.5.1) 引 理 @ 是 .& 中 的 闭 凸 锥 。 若 8 关 {0)， 则 懈 
是 2 的 紧 基 。 

G3.5.2) 定理 WRP EKBK, HRE Z IEK Radon 
测度 v， 使 > yPw 为 Radon 测度 那么， 每 一 个 JE- {0} 
是 了 的 不 变 测 度 。 

03.5.3) Æ 如 果 卫 是 非常 返 的 ， 即 存在 Radon 测度 v, 


ED *Pw 仍 然 是 一 个 Radon WE., WA, HF ”几乎 一 切 必 


Q(X,9)= > PO g(ea)<oco, EC E):, 
n=l 
而 且 当 E—j—5AN Ó M, 


s> Pe) (z, A) 10. 


G3.5.4) 定理 ”假定 存在 紧 集 CE， 使 得 当 AN$ 时 ， 
在 KK 上 一 致 地 有 SKPC, A) 一 0. 如 果 存 在 序列 《xn}7C 卫 ， 


Xaoo 和 序列 {nm)?CCo(E): 0S1, nm 人 和 1，m->cos 并 且 
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对 于 每 ECo(E)+， 


Q(w,, p) <co; 
lim lim La, (Xas g) /Q (zas po) = 0, 
此 处 
Lr „(Xn p) = 位 aP® (Xn,dy)P(Y,9) Q — na J) ) 
+P(xs,9) ， 
则 存在 正 的 Radon 测度 zy， 使 u= ApP。 
证 由 于 
> fi Pa, dz) P (tnp) 
pa "a. 4 
Jain- DALEK 
= a 
=> 2, P(x,dx,)--P(z,-,, d£n) 。 
w... nmi 


. [pP en-de |, Porm dss) | oo P(xs-1, p) 


=5 5 | PO doP» p 


= |, Qoa EPO yp) , pec 
此 处 kP (x, p) = KPOP), RIE 


Qx p) =P(x,p)+ 27 Pm (z, p) 


w2 


= >; f po» (x dY) P (g, p) + P (x, g) 


r=; 


= [Qcx,dpP (y, 9) +P(x,9) 
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= f Qx, du) n(Y) P (u, p) + | >; Pe) (x,d) P (g, 9) 


(1—7n(Yy)) + P (x, g) 
= | Q(X,dY) Nn G) P (g, 0) + P (x, g) 


+ II > 加 | P(z,dxz)…P(xzn_iyda) + 


Fim EB 


3ia<i<n-D8z €K 


+ 3) KPH xd |P, o) a- n. GD) 


ml 


= jo (z, du)n, QJ) P (u, p) + [| 2% dz) > xP% (z, dy) ° 


PUDA- + |E PO Cx, dD) PY (1 0) 
+ 了 (xp) iS, 
= | Qx dD nn (U) P (u, p) + | Qe dn Maz) + La, (x, 9) 
这 里 
MD = | EPP ed Papan ) , 


rel 


从 而 
Q(Xn p) -Í Q (xn dy) 
Q(Xa po) J Q(x., Yo) 
Q (x, dz) La (Xn, P) 
+ |: Oem pe) M.G) + rp 


Na GJ) P (u, p) 


注意 








Q(xr, *) 
Q(m,, po) z 


由 引 理 〈13.5.1) ， 我 们 可 以 选取 { Xn} HFA {x} 使 


487 





= QG, > ) 
Pa P QG, sD) 
另 一 方面 ， 
M..= sup M, (z) 
ZEK 


v 
HEX, 


e i 
<spPu Dup |Z KPO (z,dg) -Na GQ) ) 


3 (s) e 
< sup P (y, p) sup 之 KP™ (z, (supp(n,))%) 
— 0, M>; 

lim | z, (19M, (2) < 
<M, lim yn, (K) 
<Mlim Bn, (@”) 
=M.4(9') 。 
此 处 p'ECo《E)+ 且 supp(p') SK, Mie 


lim im | un, (dD Mo G = 0, 


由 此 及 所 设 条 件 得 
u(@)=uP(@) , PECAE)! 
#k u= P. 1 


例 (13.1.5) 一 (13.1.7) 取 自 Derman[1]。 定 理 (13。1.3) 
属于 Chung 和 Derman。 定 理 (13.1.8) 和 定理 (13.1.10) 的 
充分 性 部 分 属于 Harris [1], Harris [1] 也 猜想 必要 性 应 成 立 ， 
但 必要 性 的 证 明 属于 Veech [1]。 定 理 (13,2.6) 属于 Miller 
[1] 和 吴 立 德 [1] . $13.3 属于 Stroock[2]。 定 理 (13,4.4) 
也 属于 Stroock[2]。 其 余 结 果 属于 Chen 和 Stroock[1]。 

离散 参数 情形 不 变 测度 的 唯一 性 问题 和 连续 时 间 参 数 、 非 常 
返 情 形 不 变 测度 的 存在 性 、 唯 一 性 问题 都 有 待 于 进一步 研究 。 
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第 十 四 章 ”粒子 系统 的 平稳 分 布 


本 章 先 介绍 弱 收敛 的 一 些 不 太 常 见 的 结果 。 然 后 应 用 这 些 结 
果 来 研究 无 穷 粒 子 系统 平稳 分 布 的 存在 性 、 唯 一 性 和 人 遍历 性 问 
题 。 


8 14.1 BB kE 


下 述 两 个 结果 是 熟知 的 〈 例 如 见 Stroock、Varadhan [1 
$ 1.1] 或 者 Bilingsley [1]) 。 
(14.1.1) 定理 设 人 和 jn M1) 为 距离 可 测 空 间 (E, 
D 上 的 概率 测度 ， 则 下 述 断言 等 价 : 
O 对 于 每 JECs(E)(E 上 有 界 连续 函数 的 全 体 》， 
lim as. = | dn, 
Gb 对 于 每 了 EU,(E)((E,p,6) 上 的 有 界 一 致 连续 函数 的 
£, p 为 任 一 拓扑 等 价 距离 ) 。 
lim | Jam= | fa 
GD HFE E hhm C, 
min(O <u(C) ; 
G) 对 于 每 中 开 集 G， 
üm u,(G)2u(G) à 
WY 对 于 每 BE 6,4(90B) =0, lim u.(B) = u(B) 。 
G4.1.2) 定理 用 9F(E) 表示 完备 可 分 距离 空间 (E, 6) 
上 概率 测度 的 全 体 . 为 使 .4S 史 (本 是 相对 紧 的 〈 即 在 弱 收 剑 
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拓扑 下 的 闭 包 为 紧 集 )》 ， 充 要 条 件 是 ， 对 每 >O, FERR KCE 
E, # 
inf AGEKD>1-e。( 此 处 M= Z, FHA) 


此 处 ， 弱 收敛 拓扑 是 由 开 集 ; 
{P: Pe >a, | f sap - | taq] <e } 


e>0, QEPE), f ECE) 
生成 的 拓扑 。 

这 个 定理 是 紧 性 的 集合 形式 ， 即 通过 紧 集 攻 , 来 描述 紧 性 A 
WE. 下 面 介 绍 另 一 种 形式 一 一 函数 形式 。 

(14.1.3) 定义 h€, (留意 可 取 值 + co) 为 紧 函 数 ， 
如 果 对 于 每 4: 0<d<+ co，{YEE: h(x)<d } 是 紧 集 。 

(14.1.4) 定理 为 使 A CCF(E) 相 对 紧 , 充 要 条 件 是 存在 紧 
函数 hh， 使 得 ") 


sup [na <c<o. 
kM 


证 充分 性 对 每 e>0， 只 须 取 
K,= {XEE, h(x)<C/e} 


则 
sup p(k?) =sup u(z; h(x)>C/e} 
„EM K<" 
<sup é hdu<e. 
必要 性 HENS, ARE Kg fE 
sup ACEKizs )<1/m', 
FEM 
并 取 


hx) =inf{n>1; x€ Ks } 


，) 使 用 通常 约定 ， 车 {h(X) = co} 为 正 测度 集 ， 则 积分 为 + co, 否则 h(x) = + oo 
不 影响 积分 值 . 
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m 
{XEE,: h(x)<d}= {rEE, hO <[d]}= 


1d) 
=U Kig 
为 紧 集 ， 而 且 
名 J 


EM ACT 


|. ta 
In<k<ñn+1) 


<sup>, n+ DaCh>n] 
<sup>, n+ DUK g) 
e ra 


<sup 5? n+ D/n<o. 1 
WEM AT 
下 面 ， 我 们 将 定理 041D, Gv) 改 为 函数 形式 。 
G4.1.5) 定理 为 使 p. 弱 收 化 于 4， 充 要 条 件 是 ， 对 于 
每 一 个 下 半 连 续 的 JE4，〈 即 对 于 每 d: 0<d<oo，{XEE， 
f(xz)>d } 是 开 集 ) ， 有 
lm| Jau> Í du. 
证 首先 注意 ， 若 为 开 集 ， 则 Is€ e, 是 下 半 连 续 的 。 从 
而 条 件 是 必要 的 。 
为 证 充分 性 ， 注 意 若 对 有 界 的 了 已 真 ， 则 由 f 人 人 NEE, 的 下 
半 连 续 性 及 
Jim ux (f) > lim pn(f AN SUGAN) 
和 单调 收敛 定理 导出 
lim pU) 。 


此 处 
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x= da. 


故 可 将 问题 归结 为 了 为 有 界 的 情形 ， 以 f/N 代替 ,无妨 设 o< 
<f<1. 最 后 , 令 
Amk = [f>k/m] , k=0, 1,.%,n-1, m>1 


fs LY, 
MJ 加 是 下 半 连 续 的 ， 而 且 对 每 Xx， 存在 最 大 的 k,， 使 
ZC€A.., 0<k=<k; 


XE Amr, ka+1<k<m-1, 


从 而 
z Lx 
IFO — fa] =| f) — mÈ L+, (0) 


Ë - k |< 1 
=|f@p- 2 |< =, 
于 是 


lim paf Slimy (fa) - 1 

>l llim CA.) -1 
mi == m 
1 1 

2m2 HAm) 一 六 

= J(fm) - 4> uf) -2/m, 


命 mm~>co， 即 得 
lim pa(f) >u) 。 1 
现在 ， 我 们 考虑 乘积 空间 。 设 S 为 任 一 可 数 集 。 9/ 为 8S 的 
有 限 子 集 的 全 体 。 对 于 每 4CS， 作 乘积 空间 
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E= TI E, ¢“= II2. 
tE 


*€4 


EA PEPES), EX R£ r # 
pal% B.) = 已 EYE 了 ES: XEB, u€] 
BELE., uC AC YI, 
则 {p,:， AC) 是 相 容 的 。 反 之 ， 由 Kenxoropos 扩 张 定理 
知 ， 对 于 任 给 的 相 容 族 (pa AE 91}， 它 唯一 决定 一 个 PE 
FPES), X, P= (pa AGC 91} 总 有 明确 的 意义 。 另 一 方 H, 
我 们 可 视 { x UES) 为 取 值 于 (E,#) 、 以 ES 为 参数 的 随 
机 过 程 (坐标 过 程 》， 故 我 们 也 称 PE 9 (ES) 为 一 个 随机 场 。 
E E4, 89 上 ， 我 们 可 以 定义 距离 


pa G, I) = >， PEY), X, y € EA, 
«E&A 


EFES k, RTEA REDA KAIA: 
p> la, AEFI 
此 处 Pa= Pi AC ZD, Q= qa AEFND 。 
这 个 拓扑 即 是 由 如 下 开 集 : 
fP. | | pK pa (dx) - fya CELICE] <e} 
2>0, AE Ff, ECslE'), 
Q=(qa AE SIN EF (ES) 
ERB. BEUR, FES 上 的 拓扑 均 指 此 拓扑 。 
G4,1.6) 定理 i £C (ES) 相对 紧 的 充 要 条 件 E: F 
ERBY (ha UCS) 和 常数 族 (C. u€S), 使 
| ap w (d2)<C,, u€S. 
对 于 每 P={pa: ACZ) RZ. 
证 Aik <£ 是 相对 紧 的 当 且 仅 当 ， 对 于 每 4E r, WE 
族 Pa: 
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P={ps: AE 2Z/)6.Z 

依 距离 p, 是 E4 上 的 相对 紧 集 。 必要 性 是 显然 的 。 为 证 充分 性 ， 
注意 由 假设 和 对 角 线 程序 , 可取 P'= {p%: 4E Ii), EHP a 
对 于 每 4E 2 kA FP BA {Pa AEFI) 是 相 容 的 ， 故 
P =(pa AC 91}E FES) 且 书 " 依 有 限 维 分 布 弱 收敛 于 巨 。 

其 次 ， 应 用 上 段 的 结果 于 4 = {z}， 表 明 我 们 的 条 件 是 必 要 
的 。 另 一 方面 ， 如 九 是 紧 函 数 UED ， 则 对 AGC, 

ha] (z y=max h,(x), x EE 
bE Œp) 上 的 紧 函 数 。 由 假设 


| ha, GO, dx) < >e. 

P=(pa A€%/;)6 ZX. 
应 用 定理 《14,1。4) FREY ha, BAP: PEM ) 是 相对 
紧 的 ， 故 条 件 也 是 充分 的 。 】 


$14.2 ”平稳 分 布 的 存在 性 
在 本 节 和 下 一 节 中 ,我 们 将 研究 定理 (6.7.6) 中 所 所 构造 出 来 
的 无 穷 粒子 系统 的 平稳 分 布 的 存在 性 和 唯一 性 。 为 此 ， 我 们 总 假 
定 定理 (6.7.6) 的 条 件 满足 ,其 中 PORI Dy pG. 0)Dk.. 

ses 

下 述 结果 适应 于 一 般 情形 。 

(14.2.1) SIE ië (E,#) 为 任意 的 可 测 空间 , Pæ, dy) 
为 其 上 的 转移 概率 函数 ,如 果 存在 hEr6; 和 0<C<o0,0<c<1 使 


| P(x, dyhy) <C + ch(x), z€E 
则 对 于 P(x, dy) 的 每 一 平稳 分 布 7， 我 们 有 
|zaxneo<c/a-o. 
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证 由 假设 和 归纳 法 易 证 : 若 以 Po (xz, da) K P, dy) 
的 % 重 卷 积 ， 则 
fpo C(x, dyh y SCA ete tD H eh), 
xEE, n21, 
取 
h = hAN, 1<N<co 
则 由 


fada hun ay = j zda) f Po (z, dp hun Qp 


Jax h™ (x) < | rdm Tim pw， dhy) ™ (y) 


<|rawc/a-o =C/a-o, 
然后 命 W 人 co， 便 得 所 述 断 言 。 1 
G4.2.2) 定理 ”假定 对 于 每 VKES， 存 在 紧 函 数 ]E rte 
使 得 
(14.2.3) p.Gz,,0.) <h, (x,), sup hu (0.) ks < cc, 
而 且 存在 常数 K, 0<K<c 和 常数 n: 0<1 所 co 使 


(14.2.4) [ aG, dip (h, (y) — h, (2)) 
<K- nh (x), z#€E4,, N21”, 
此 处 


ha (x) = Dh G)ka, 


"€s 


*)。 此 处 及 随后 的 Ex* 与 《6.7.6) 前 一 段 的 定义 相同 。 
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那么 

G) Han, EPE zx,。) 有 平稳 分 布 ， 它 的 每 一 
平稳 分 布 xm 满足 

《14.2.5) [raw ha cw) <K/m。 

GD 过程 P(t,x,，》 也 有 平稳 分 布 7， 它 可 作为 (m,y)? 的 
弱 极 限 得 到 ， 而 且 满 足 ， 


(14.2.6) [raora <k/n, 


此 处 h(x) = Dio. (z, 0.)k,, 


证 分 四 步 完成 。 
Ca) 首先 ， 由 条 件 〈14.2.4》 和 比较 定理 易 证 


4.2.7) | Pat, x, dy) (p 


<e- 1+ eh, (x), 
xXC€E4:, nèl, 
W 2, H Pats, +) BJ 3482y 45 92 4k, AE 120, EAR 
(14,2.1) 得 


(14.2.8) [ndonse -d/a -e 


AEP n 
但 左 方 与 无 关 。 命 作 NW0 即 得 04.2.5). 

O) HEt, UPP 表示 离散 参数 马 氏 过 程 P(t, x, 
*)=P,(mt,z, +) 的 平稳 分 布 的 全 体 。 往 证 2 ó 而 且 是 紧 
集 。 

为 此 ， 改 记 
C=e"-1, c=e"" 
PG, dy) = P, (t, x, dy) 
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则 由 (a) Q 
| Pex, AD ha(Y) <C + ch, (z), xCEA , 
H TS h EARS mi 
CLEE” : h(x) <dj)c X [h.<dk*'1 
右 方 为 EE 中 的 紧 集 ， 再 则 ， 作 为 下 半 连 续 函 数 之 和 ,jn 也 是 下 
半 连 续 的 ;从 而 [ha(x) <d] 为 B4 中 的 闭 集 ， 故 也 是 紧 集 ， 
这 表明 hs 是 E4 上 的 紧 函 数 。 另 一 方面 ， 由 定理 (6.7.60 HK 
项 断言 知 ， 作 为 E2s 到 概率 测度 集 上 的 映射 ，x->P(x, dsj) 关于 
弱 拓 扑 连续 ， 因 而 对 于 每 一 个 关于 距离 pt 有 界 Lipschitz 连续 
的 函数 o, =--| Pa, dpo ( 妨 连 续 。 利 用 这 些 事实 ， 便 可 证 明 
24, 而 目 对 于 每 n €20, 《14.2.8) 式 成 立 。 这 些 事实 
证 明 有 独立 的 意义 , 详 见 CH4.2.10) .进而 ,由 xz-*| Pæ dpo 
的 连续 性 〈14.2.8) 式 及 定理 (14.1.6》 立 知 PL 是 紧 集 。 
(c) WE: Prt. 
WPM p-m, Py, mi. XE, 由 O) 所 证 


明 的 紧 性 ， 门 22924. EE 


mer 


(129 = 2,. 
we 


BAE NIPI 今 设 mc fl>. E> R 
MUN test, koo, WF Ces, 
fis, =. a|... P.a,z, afan 
= lim | ma (da) |... P,(t z, dy) f Gp) 
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j... nn (dx)f G), 


第 一 步 用 到 引 理 (6.1.1) 。 这 表明 mmE.Fv。 
(d) RA, RANERI P, x,。) 有 所 述 的 平衡 分 布 。 
任 取 一 个 序列 EPn n>1, H (14.2.5) 得 


| dahaa <K/ Gk =C,<<, UEAn n21 


当 W& A 时 ， 上 式 平凡 。 由 此 及 定理 《14,1,6) 知 ，{zn)?7 关 于 
有 限 维 分 布 弱 收敛 拓扑 是 相对 紧 的 ， 从 而 存在 子 列 {rn, ie o E 
得 zm， 依 上 述 拓扑 收 敏 于 x。 往 证 二 是 Pd e) 的 一 个 平稳 
分 布 。 为 此 ， 只 需 证 ， 对 于 每 aE.9j， 每 一 个 只 依赖 于 a 中 举 
标 、 关 于 p 有 界 Lipschitz 连续 的 了 ， 有 

人 zy = | rdw | Pamapfw， 
注意 由 (14.2,5) 得 

[ECS Re <K/n. m<n, 
然后 由 定理 (14.1,5) 得 

| x (dx) ha GO <K/n. 
命 mm->co， 便 得 (14.2.6) 。 特 别 地 ， 

(14.2.9) [ranpa <o, 


现在 ， 所 需 的 等 式 可 由 (6.7.24), (6.7.25), (14.2.5) 和 
4.2.9) 得 到 : 


|, zam [Pé zapia 

Eo 

= lim | z(a | Pat, ats dpf Qp 
s> JE, 

=m im | zy d0 | Pa tt xin dy)f O 
i ga. 
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ec 


Slim lm | oz do [pa Patroin dp fan 


meo keco 
(“p 


Plim fa an, (d0) | , Pop Ct, tr dg) 了 Gy) 


keso 


-üm fagn an (do | pa, Pos Ct xz dip f OD 
Slim [= (da) fo Pr t z, dip f Qp 
=lim B m doja = adoja. 1 


(14.2.10) 定理 iz (E,p,8) 为 完备 可 分 距离 空间 ， 
卫 (%,dg) 为 其 上 的 转移 函数 .对 于 每 一 个 有 界 Lipschitz 连续 函数 


f [PEDIATER REEE LOARER Mh 
和 常数 o<c<1, 0<C<co, 使 
| P(x, dyhy <C + ch(z), z€E, 
则 对 于 每 Xx,EE， 存 在 P(x, dy) 的 平稳 分 布 z。， 使 得 
(14.2.11) [rdw he) <max(C+ chead, CG - o 1), 


证 HSER., OQ = 也 3， 并 赋 乘 积 g 代数 .多 。 证 
HEREKE KE (Q, F) 上 的 概率 测度 Gi 机 场 ) P， 使 
得 

(14.2.12) P[E,CB | Ën: Nn<m]=P(én-1, B) 

mES, BES 
即 构造 马 氏 场 已 ， 然 后 在 此 基础 上 ， 构 造 过 程 {En MES) 的 平 
稳 分 布 。 一 旦 完成 了 这 一 步 ， 那 4 z(dz)=P E, € dx] 便 是 
P(xz, dy) 的 一 个 平稳 分 布 。 以 下 先 用 三 步 完 成 马 氏 场 的 构 造 ， 
然后 在 第 四 步 构造 {5: mE S} 的 平稳 分 布 。 

a) 首先 注意 ， 对 于 每 AE.97 和 任 一 x= (X CE, u€ 
S}, #dE—0 CQ, 2) 上 的 概率 测度 P, # 
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PriEn= x. =1, MẸ A, 

PlEnEB |En nam-1]= P (En nB) , MEA. 
事实 上 ， 表 AS{M, M, M}. W Ka- 1 和 Tapsi 为 吸收 壁 
我 们 可 用 如 下 方式 构造 有 限时 间 参 数 {7m6 一 1, M M + 1, ts Mi 
mst+1} 马 氏 过 程 : 

P(m,-1,x%; mo, dy) = ëC, DPC dy), 


P(x, dy), 如 m=mo+ 1， 
Plmo, xz;m + 1,dy) = 


PTE dy), #imiZm,+1. 
余下 类 推 。 然 后 将 它 唯 一 扩张 到 《82, 9) L. 

此 后 ， 我 们 将 把 这 个 测度 记 作 已 入 ;wes，。 它 导出 有 限 维 
乘积 空间 E18) 上 的 概率 分 布 p, rza 

b) i 

@p=(P4%,.en : h(x) <D<co, u AEFI, 
WR: Zo 是 相对 紧 的 。 

由 定理 〈14.1.6) ， 我 们 只 需 证 明 

(14.2.13) j. h(x) dp riea <max(C + cD, 

CGa-o 5, 

MEA. 


Hi AS {Mo Ms mi). 34 M=M, 时 ， 


fa hC, DAPIT, tuza 
i PR, tuga CEng- E dx) | PC dipha 


= È P En- ADAY) KC + ch (X,,-D)<C + cD. 
BRHF m(A<k) 已 真 ， 那 么 


M hln + dp tuga 
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= Piz ie dime) |P, -odDhQD 


“lsi 
<| P sen AEn- D CCH hEn] 


< Cre | P4, nen (ES, hEn) 


m ma-1¢4A, MJ Est 9k<C+cD, BW, KIIA 假设 
NL, EREN 

<C +cmax{C+cD, CG - c)"!) 

<max{C+cD, CG —- c) 1), 

(c) 任 取 VEE, 命 D=h(xo)。 í (b) 知 ,存在 FAA 
S, n-—co, 使 P,=P+ SRAT CQ, I) 上 的 概率 测度 五 。 现 
在 ， 由 定理 (14.1.5) 和 (14.2.13) 得 

(14.2.14) | peoaFE<maxtcy chd, Cao 


mES, 
往 证 满足 14.2.12) 。 为 此 ， 只 需 就 有 界 Lipschitz 连续 的 p 
和 有 界 连续 函数 的 (Xn: I<n<m-1) UES) 证 明 ， 


| rev I<n<m-DdF 


=] |PC I<n<m-1) | PC dy oy) ldP. 
fI Í ] 


由 于 上 式 对 于 每 一 个 Pw I P RY, BU, HAKA 性 及 3: 
于 了 (Xx, dy) 的 连续 性 假设 ， 上 式 对 于 P 亦 成 立 。 

(d 过 程 {4 mE S} 的 平稳 分 布 的 构造 。 

U Pa: AE91) 表示 由 上 述 忆 导出 的 有 穷 维 分 布 族 。 由 
于 它们 相互 唯一 确定 ， 我 们 也 可 以 写成 B= (pa: AGC .Zp. 

W Sa={- m, s -1,0 1, s M}, 记 s+ A= (s+u:u€ A), 




















pi[<z,C B.,uC AJ 
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c s = 
ET > D. [z. EB, u€A1. 


显然 P.= (pi: AC.20 24 IR Zy As BJ W A 族 . # ur P. 
满足 (14,2,12) 。 为 此 ， 我 们 只 需 对 于 ?2，AE91，AC(-oo， 
n) MARTWY pH yÉ IEA ， 证 明 


Í PÉ) YCE IEA)GP。 
=f] vén reo [Pén ap vc] aP.. 
今 证 之 : 
fodden IEemaP。 
= f PX YX ILEA) dp, m 


__ 1 F 
—2m+1 > [EX e, ICA)d Pasiau ny 


s sn j Endt n IEAdP 


tes, 





二 í Si 
-mt 22 [Peen ED] Pes.-odp o WaP 


= n > Í Pnn IEA) | P(xz:seobdb9(0Ddpsuvm， 


= | we IEA) | Pern ape papt w 


= | edn IEA) [Pén dD PDAP, 
我 们 已 证 得 Pn 满足 14.2.12) 。 另 一 方面 ， 由 (14.2. 14) 得 
| hodaP<maxtC+r chad, Ca - o"), 
UES, M20. 
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现在 ， 同 前 面 一 样 , 我们 可 证 : 存在 {Pn: mm 过 0} 的 子 列 ， 无 妨 设 
其 自身 ， 使 得 P. 弱 收敛 于 P, MEP WE (14.2.12) 和 (4,， 
2,11) 。 最 后 ， 对 于 每 AE.91 和 可 测 函 数 p (Xs; UEA |e |<1 
我 们 有 


|f oes. u€A) dp- | çG... xEAdP。 





=Z | > | +Q... u€A) d Pera 


“es, 


< > j PKXsrntus uC A)d Prinsa 


:ESm 





< T 0, m00, NES, 


k P 是 一 个 平稳 分 布 。 1 





$14.3 平稳 分 布 的 唯一 性 


本 节 给 定 粒子 系统 平稳 分 布 唯一 性 的 充分 条 件 。 它 同时 也 给 
出 了 遍历 性 条 件 。 

(14.3.1) 定理 在 定理 〈6.7.6) 的 条 件 下 ， 如 果 (6.7.8) 
中 的 耦合 ， w 

(14.3.2) Qnn PwCX1, X) 


<J, CuwPal Eis X) + Cwl) (+P) + p(x)) 
s€4, 


Xis zx,CE,, WEAs, n21 
其 系数 还 满足 
(14.3.3) J} co 和 -7<0 
ses 


4.3.4) D lcw | <K<c, 
seS 
那么 , 我 们 有 
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O EPG zx,, ) 至 多 只 有 一 个 满足 
(14.3.5) f rdp) <co 
° 


的 平稳 分 布 x。 事 实 上 ， 若 x 是 满足 上 式 的 平稳 分 布 , 则 对 每 
XEE, 和 a€ Sj, 

(14.3.6) REP, x, +) , m <SK(a,z)e"", 
此 处 K(a,x) 295 t 6289 638. 

GD) WR (14.3.2) HFH LiL EE (固定 ) 成 立 
E Cun) =0, WEAn, WE Palt, x, +) 至 多 只 有 一 个 满足 


(14.3.7) jz, Pa, (X, 0) na (dx) <co 


的 平稳 分 布 za。 而 且 , 227 JAE ERII 3 384y fi, 则 对 每 YEE4,， 
G4.3,8) Ra, (Pn(t, X, +), ma) <K,(a)e"" 
EKOSE. 特别 地 ， 过 程 Pet,x,，) 遍历 。 即 对 每 
xX€E4,, 34t—co B, P,(G(t,x, +) KRAF Tre 
证 由 (6.7.9) , (6.7.18) 和 条 件 〈14.3。4) 得 
(14.3.9) R.C(PG@,zx, +) , PO, X » )) 
<limR,(P,(t, x, +), Prt, z, *)) 


<lim(e"; tp, Gi, x)) (wW) 
ES， Xis VEE. 
现在 ， 我 们 不 难 使 用 估计 式 (14.3.9) 来 完成 结论 G) HERK 
eB, t= (cI? (t): U, WE An) 
eB! = (Cuv (t): u,uCS), 
则 由 条 件 〈14.3.3) 得 
> RO, wEA,. 
"EA, 
从 而 


G4.3.10) Š; CDe, WES, 
ues 
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使 用 (14.3.9) ， Gl4.3.10) 和 RCcE9G1) 的 凸 性 ， 我 们 得 
到 
RPE X, 用 ERPE, +), | x (dDPC,y, : 3) 


<|, ADREG, +) , PU,y, * 3) 
-0 


<>; >， cu 人 [ Px, 0) 十 |: p. O) (ap | 


w€. “ES 


<J, >) co [pw + | poa] 


wëa ugs 

<K(a,x)e"", 

这 便 完成 了 G) 的 证 明 。 类 似 地 可 证 Gi) 。 1 
(14.3.11) 例 线性 增长 过 程 (6.6.2) 。 

取 cu(X,) =X, LEE UES, 由 于 9 为 吸收 态 ， 从 而 平稳 
分 布 的 存在 性 是 平凡 的 。 定 理 〈4.3。1) 所 对 应 的 瞧 一 性 条 fF 是 
4i+ M<h, +1. 

(14.3.12) 例 Schl5gl 模 型 (6.6.3) . 

仍 取 Cul) = X。,，XEE6，u€ES。 相应 于 定理 (4.3.1) 的 唯 
一 性 条 件 是 cs+ 了 <<0。 为 得 到 平稳 分 布 的 存在 性 条 件 , 了 到 h e ) 
=X。，UES。 若 直接 使 用 估计 式 

E q.G WD dyl- |z D <l B+ C+ MH zl, 


yx 


则 相应 于 定理 (14.2.2 的 条 件 是 ci+ M<0。 然 而 ， 我 们 将 证 
W: HF Schl6gl 模型 《有限 程 情形 ) ， 平 稳 分 布 总 存在 。 为 
此 ， 要 选取 适当 的 K20 和 ?>>0， 使 G4,2,4) 成 立 。 

简 记 


bD = ( qthb,, i>0 


i 
2 





t 
ai) = 2( prai >o. 
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任 取 7>>0， 并 记 
$ i i > 
d—sup{ (M+n- hith 人 )a—4, 人 y: iz0,u€s]. 
BM 0<d<co, 再 取 
K=4 J b. k.+d $; ku 
W 0<K<oo。 另 一 方面 
Q, h,Ga) = X) dn Ge, Y) [h, GJ) — h G01 


= Os CXu) — Au (Ca) ku 


"EA, 


+9, z, X, PGu,u)[h,(z— e, + ev) - ha(2)1 


T VEA, 
<>; [Mxz,+ bx) — a,G) Ikue 
了 有 
从 而 
Arha + nh,G) < > LM + mx, + OE) —- a, (w) 1k, 
“EA, 
=>) bks M +N- ha) tu +A 2 Ya,- A (> Y]k, 
> PAK +n DataS ya (Z) 
<J bk +d J k.<K. 
LLP s€4, 
故 条 件 G4.2.4) RZ. 了 


$14.4 补充 与 注 记 


$ 14.1 的 主要 结果 属于 Dobrushin [1]。 定 Œ (14.2.10) 
是 该 文 定理 1 的 特 款 。Basis [2] 曾 研究 了 平稳 分 布 的 存在 性 ， 
这 里 的 更 为 一 般 的 结果 〈14.2.2) 是 新 的 。 8 14.3 的 结果 基本 
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上 属于 Basis [2] ， 这 里 作 了 改进 。 

定理 14.3.1) 也 适用 于 定理 (6.7.29) 中 所 构造 的 过 程 。 
至 于 平衡 分 布 的 存在 性 ， 也 有 类 似 于 定理 Q4, 2, 2) HAR, 
详 见 黄 力 平 的 论文 和 笔者 的 [8] 。 
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Gronwall 引 理 (6-7:13) 
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KRW 距离 (6*.7*1) 
Lotka 一 Volterra 模型 (3.2:33) 
Polish 空间 (§1°1) 
Potlatch 过 程 (6.6.9) 
4 对 (1°2°18) 
4 过程 (1°2°19) 
《划分 (2.4.4) 
4 条 件 (1°4°1) ° (v) s (1°4°4) > (23456) 
Que (1°2°19) 
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Schlögl 模型 《3"2.31) ， (6+6-3) 
Vitali-Hahn-Saks 定理 (1°2°24) (i) 
1 不 变 测度 G3:4:1) 
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广义 Potlatch 过 程 
三 角形 条 件 
马 链 


内 正则 空间 

内 正则 测度 
比较 引 理 

比较 定理 

不 断 的 、 中 断 的 
方程 几乎 处 处 成 立 


功 
ERQE, EX Q 过 程 
四 边 形 条 件 
叫 可 测 结构 
DR, H 
可 达 
TIRA 
可 逆 〈 可 配 称 ) 9 对 
可 逆 测 度 
可 配 称 马 氏 过 程 
可 配 称 场 
正则 性 
正常 返 
平滑 过 程 
边缘 性 
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(6°6°10) 
(10.4.4) GD 
(1°1°1) 
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(1°3*10) 
(3°2°7) 
(2°1°11) 
(1°1°1) 
(7°3°1) 
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0.4.4) G) 
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(7°1°4) 
(7°1°4) 
《10.1.9) 
(5°1°7) 
(2°1°23) 
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(5°1°5) 





场 

优 方程 

过 份 测度 

齐 次 方程 

有 限 流出 

有 限 维 分 布 弱 收敛 拓扑 
有 界 9 对 

自 旋 变 相 过 程 

自 旋 变 相 速 度 函 数 场 


完全 单调 函数 
局 部 特征 场 
连续 条 件 


势 (函数 ) 

21 

拉 氏 变换 的 唯一 性 定理 
直达 

参考 点 

参考 路 

范 条 件 
线性 无 关 函 数 族 
线性 无 关 测度 族 
线性 增长 过 程 
非 细致 平衡 点 
细致 平衡 点 
典型 逗留 集 
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Bi 


G10+1:3) 

(2°1°9) 

3:2:7) (i) 

(2°1°7) 

(2°5°12) , (814.1) 
$lel. 

(2.3°5) 
§10°5 

(10.4°1) 


(2°7°2) 
(10°1°17) 
(1°4°1) (iv) 
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G0:1°3) 
(1"5'3) 
(10"1*2) 
(10*1°5) 
(10°1°5) 
(14: GD) 
(2:5-9) 
(2°5°9) 
(6°6°2) 
(11°*2.3) 
(11°2°3) 
‘8*2°18) 
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典型 解法 

环流 方向 
环流 和 矩阵 

环流 图 

环流 量 

单 物种 自 催化 模型 
单 流出 
单 册 类 定理 

函数 协调 族 


面 

柯 氏 向 后 微分) 方程 
柯 氏 向 后 不 等 式 

柯 氏 向 前 不 等 式 

柯 氏 向 前 《微分 ) 方 程 
保守 4 对 

保守 场 

保 序 性 

测度 协调 族 

标准 映像 

相 容 性 


流入 解 ， 流 入 空间 
流出 解 ， 流 出 空间 
流 能 ， 动 能 

烙 子 场 

积 场 

消极 的 

紧邻 速度 函数 
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$271 

(11°2:1) 

(11"2'1) 

(11°2°1) 

G1152:1) 

(32:29), (6+6-4) 
(25512) 

(1°5°1) , (1s5:2) 
(2"5'6) 


九 画 


§13°4 
(1°2°25) ， (2222), (2°4:7) 
(2°2.3) 
(2°2.4) 
(2°2°2) ， (2。4.7) 
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(2°56) 
(7°4°2) (853.2) 
《10.5"6) , (10*5.10) 


(2.5*12) 
(2:5°12) 
(12.2.3) 
(10.2.7) 
C10°1°17) 
(8-3:7) 
《10.5.40) 





RIK 
3891 E 
EKAR 
配 称 测度 
顶 解 条 件 


排 它 过 程 
排 它 速度 函数 场 


+=& 


路 径 无 关 性 
最 小 非 负 解 《 最 小 解 ) 
最 小 测度 


十 三 画 以 上 


概率 流 





(14°1°3) 
(8°2°5) 
(10°1°9) 
(7°1°4) 
Gas). Gi) 
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(10°4°1) 
(6°6°7) 
(2:1°22) 
(12.1.8) 


(10°1°2) 
(10°1°3) 
(2°1°2) 
$ 13 
(2:5+-13) 
(11°1°*4) 
(10*3°1) 
(10°1°7) 
(8°2°7) 


avil) GD 
(2°5°12) 
(6°6°1) 
(1.1) 
(11°2°2) 
(1°2°18) 
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耦合 分 枝 过 程 (6'6*5) 


RAELE (61616) 
WER (11'1.7) 
瞬时 ， 全 瞬时 (1°2°18) 


